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ПРЕДИСЛОВИЕ 


В предлагаемом сборнике учитель математики средней 
школы найдет разнообразные устные упражнения и за- 
дачи по всем разделам школьного курса геометрии, пред- 
назначенные в основном для классных занятий с учащимися. 

Эти упражнения целесообразно использовать для провер- 
ки знаний учащихся, составления самостоятельных и кон- 
трольных работ и повторения ранее пройденнбго материа- 
ла. Некоторые из них послужат дополнительным зада- 
нием для наиболее способных и интересующихся мате- 
матикой учащихся. 

Правильно организованное упражнение учащихся в ре- 
шении задач — важное средство активизации мыслитель- 
ной деятельности учащихся и воспитания их творческих 
способностей. 

Основной принцип, которого придерживались авторы, 
заключался в том, что каждая задача должна не только 
закреплять полученные знания, но и расширять их, обога- 
щать учащихся новыми свойствами геометрических фигур, 
заставлять их думать, сравнивать, классифицировать. 110- 
этому в сборнике мало задач вычислительного характера. 
В основном это упражнения, развивающие логическое мыш- 
ление и пространственное воображение учащихся, выраба- 
тывающие у них навыки в исследовании решения задач 
и способствующие привитию строгости в рассуждениях. 
Задачи позволяют устанавливать различные связи между 
вновь изучаемыми и ранее известными фактами. Это дает 
возможность рассматривать одни и те же свойства геомет- 
рических фигур с различных точек зрения. Решение пред- 
лагаемых задач требует нешаблонного применения полу- 
ченных знаний, что будет содействовать развитию матема- 
тической культуры учащихся. 


Устные упражнения и несложные задачи, не требуя 
большого времени для решения, позволяют в сочетании 
с другими упражнениями сделать уроки геометрии более 
разнообразными по содержанию, повышают эффективность 
этих уроков. 

Что касается раздела стереометрии, то мы не стремились 
расширить его объем за счет включения в сборник вычисли- 
тельных задач. Подобные задачи, широко представленные 
в различных сборниках, не соответствуют поставленным 
перед сборником целям. 

Некоторые задачи по стереометрии могут быть исполь- 
зованы при изучении стереометрии в восьмилетней школе. 
Применение таких упражнений будет способствовать раз- 
витию пространственных представлений и пространствен- 
ного воображения учащихся. 

Многие вопросы сборника предполагают короткий от- 
вет, но во всех этих случаях от ученика требуются обосно- 
вания, ссылки на соответствующие теоремы, определения. _ 
Желательно, чтобы некоторая часть задач решалась учащи- 
мися устно, без чертежа. В задачах на построение, если нет 
специальных указаний, используются при решении циркуль 
и линейка. 

Задачи, отмеченные звездочкой (*), либо повышенной 
трудности, либо рекомендуются для решения при повторе- 
нии данной темы в старших классах. 

Первая часть «Планиметрия» написана В. А. Жаровым 
и 3. A. Скопецом, вторая часть «Стереометрия» — П. С. Map- 
голите. Общая редакция выполнена 3. А. Скопецом. 


АВТОРЫ 


ЧАСТЬ ПЕРВАЯ 


ПЛАНИМЕТРИЯ 


Глава 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
8 1. Прямая линия. Луч. Отрезок 


1. Сколько прямых линий ‘можно провести: 1) через 
одну точку; 2) через две точки? 

2. Сколько кривых линий можно провести через две 
точки? 

3. Могут ли: 1) две различные прямые, 2) два различных 
луча, 3) два различных отрезка иметь две различные общие 
точки? 

4. Сколько можно провести прямых линий, проходящих 
одновременно через три различные точки? 

5. На прямой взяты три точки. Сколько этими точками 
определилось лучей, отрезков, принадлежащих прямой? 

6. 1) На отрезке АВ взята точка С. Какое соотношение 
существует между данным и образовавшимися отрезками? 
2) Выяснить, сколько образуется отрезков и какие суще- 
ствуют соотношения между ними, если на отрезке АВ взяты 
две точки Си О? 

7. Изобразить: 1) два различных отрезка, имеющих всего 
три конца; 2) три различных отрезка, имеющих всего три 
конца; 3) четыре различных отрезка, имеющих всего пять 
концов. 

8. 1) Сколько точек пересечения могут иметь три раз- 
личные прямые, лежащие в одной плоскости? 2) Определить 
наибольшее и наименьшее число точек пересечения четырех 
различных прямых. 

9*. Даны четыре попарно пересекающиеся прямые, из 
которых никакие три не проходят через одну точку. Сколь- 
ко отрезков образуется на всех прямых в результате их 
попарного пересечения? Решить задачу для п прямых. 
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10. Какое заключение можно сделать о сравнительной 
величине отрезков а и 6? 

11. 1) Как записать условие того, что точка М лежит 
на отрезке АВ? 

2) Как записать условие того, что точка М является 
серединой отрезка АВ? 

3) Как записать условие того, что точка М лежит на 
продолжении отрезка АВ? 


8 2. Углы. Смежные и вертикальные углы 


12. Построить: 1) развернутый угол с вершиной в дан- 
ной точке; 2) полный угол с вершиной в данной точке. 

13. Записать, что: 1) угол А не меныше угла В, 2) угол А 
не больше угла В, 3) угол А не равен углу В. 

14. Изобразить три различных луча, выходящих из 
одной точки. Назвать все углы, которые при этом образова- 
лись. Чему равна их сумма? 

15. На какой угол нужно повернуть луч, чтобы конечное 
положение его и начальное: 1) образовали прямую линию; 
2) образовали один луч; 3) были перпендикулярны? 

16. Построить биссектрису развернутого угла. 

17. Какой угол опишет: 1) часовая стрелка за 2 часа; 
2) минутная стрелка за полчаса? 

18. Сколько раз в промежуток времени от 8 часов до 
12 часов того же дня стрелки часов образуют развернутый 
угол? 

19. Начертить на бумаге острый, тупой и развернутый 
углы. Перегибанием разделить эти углы пополам и на че- 
тыре равные части. 

20. Перегнуть листок бумаги по любой начерченной 
на нем прямой. Затем перегнуть его еще так, чтобы часть 
линии старого сгиба совпала с другой ее частью. Если вновь 
расправить листок, то линии сгиба образуют четыре угла. 
Доказать, что эти углы прямые. 

21. Начертить произвольно несколько прямых. При по- 
мощи чертежного треугольника опустить на них перпенди- 
куляры из точки, не принадлежащей ни одной из этих пря- 
МЫХ. \ 

22. Даны четыре прямые, из которых никакие три не 
проходят через одну точку и каждые две пересекаются. 
Сколько углов, меныпих 180°, образуется в результате взаим- 
ного пересечения этих прямых? 
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23. Как построением определить, будет ли данный угол 
острым или тупым? 

24. Изобразить два равных угла с общей вершиной 
(AOB и COD). Назвать на чертеже еще одну пару равных 
углов. 

25. Два угла a и В имеют общую сторону. Чему равен 
угол, образованный несовпадающими сторонами этих уг- 
ЛОВ? 

26. 1) Могут ли два смежных угла быть одновременно 
острыми, прямыми, тупыми? 2) Может ли один из смежных 
углов быть тупым, а другой — прямым? 

27. Один из двух смежных углов увеличился на 10°. 
На сколько градусов изменилась разность полученных 
смежных углов? 

28. Определить угол между биссектрисами двух смеж- 
ных углов. 

29. Разность двух смежных углов равна 90°. Найти 
величину этих углов и построить их. 

30. Может ли сумма двух вертикальных углов быть 
равной 24? 


8 3. Окружность. Хорда. Диаметр 


31. Построить точки, которые находятся на данном рас- 
стоянии от данной точки О. Что образует множество всех 
таких точек? 

32. На окружности взяты точки А, В и С. Назвать дуги, 
которые при этом образовались. Указать дуги: 1) меныние 
90°, 2) меныпие полуокружности, 3) большие полуокруж- 
ности (оценить на глаз). 

33. На окружности даны последовательно четыре точки 
А, В, С, О, такие, что дуги АВ и CD равны. Указать дру- 
гие пары равных дуг с концами в данных точках. Рассмот- 
реть специальные случаи. 

34. Как записать условие того, что точка М лежит 
внутри, вне или на окружности радиуса Ю с центром в 
точке 0? 

35. Построить точки, находящиеся внутри данного угла 
и удаленные от его вершины на данное расстояние. Что 
образует множество всех таких точек? 

36. Указать внутри окружности точку, через которую 
можно провести бесконечное множество равных между со- 
бой хорд. 


37. Какой длины должны быть две хорды окружности 
радиуса А, чтобы при любом их положении эти хорды пере- 
секались? 

38. АВ и ММ — два взаимно перпендикулярных диа- 
метра окружности. Сколько градусов в дуге АМ, в дуге 
АМВ? Разделить на глаз дугу ВМ пополам точкой С. Ка- 
кую часть окружности составляет дуга ВС? Как разделить 
окружность приблизительно на 12 равных частей? 

39. Из’ общего центра О двух: концентрических окруж- 
ностей выходят три луча, один из которых является биссек- 
трисой угла, образованного двумя другими лучами. Ка- 
кая зависимость существует между образовавшимися дуга- 
ми, если эти лучи ‘пересекают внутреннюю окружность 
последовательно в точках А, В и С, а внешнюю — в точках 
Ay, Вт, Gi? 

40. 1) Какой угол (меныний развернутого) составляют 
между собой направления на север и юго-запад? 

2) Какой угол (болыший развернутого) образуют между 
собой направления часовых стрелок в 3 часа, в 13 часов, 
в 16 часов? 

3) На какой угол повернется Земля около своей оси 
за 2 часа? 

41. Начертите на глаз углы в 45°, 30°, 60°, 90°, 145°, 
200°. Проверьте транспортиром правильность построения 
и установите допущенную при этом погрешность. 


Глава ПН. ТРЕУГОЛЬНИК. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ 


8 4. Треугольник и его элементы. Равнобедренный 
треугольник 


42. Дан треугольник АВС. Между какими сторонами 
заключен угол А? Против какого угла лежит сторона АВ? 
Какие углы прилежат к стороне ВС? 

43. Чем отличается биссектриса угла треугольника от 
биссектрисы угла? 

44. Какие из линий треугольника (высоты, медианы, 
биссектрисы) всегда лежат внутри треугольника? Какие 
из них могут совпадать с его сторонами? 

45. Используя соотношения между углами треуголь- 
ника, записать условие того, что этот треугольник: 1) рав- 
нобедренный; 2) равносторонний. 
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46. Можно ли утверждать, что: 1) равносторонний тре- 
угольник является равнобедренным; 2) равнобедренный 
треугольник является остроугольным; 3) прямоугольный 
треугольник является разносторонним? 

47. Может ли медиана прямоугольного треугольника, 
проведенная к гипотенузе, совпадать с его высотой? 

48. Может ли биссектриса острого угла прямоугольного 
треугольника совпасть с его медианой, проведенной из 
той же вершины? 


8 5. Осевая симметрия 


49. Сколько осей симметрии имеет: 1) фигура, состоящая 
из двух точек; 2) прямая линия; 3) окружность? 

50. Сколько осей симметрии имеет фигура, состоящая 
из двух пересекающихся прямых? 

51. Сколько осей симметрии имеет фигура, состоящая из: 
1) двух данных прямых; 2) трех данных прямых? Рассмот- 
реть различные случаи расположения этих прямых. 

52. Сколько осей симметрии имеет треугольник? 

53. На сторонах угла $ взяты точки А и В, отстоящие 
от вершины $ на равных расстояниях. Доказать, что эти 
точки симметричны относительно биссектрисы угла 5. 

54. На сторонах угла S на равных расстояниях от его 
вершины взяты точки А и В. Доказать, что отрезки, соеди- 
няющие эти точки с произвольной точкой Р биссектрисы угла 
$, равны между собой. 

55. Через произвольную точку Р биссектрисы угла 5 
проведен к ней перпендикуляр, встречающий стороны 
этого ‘угла в точках А и В. Доказать, что точки А иВ сим- 
метричны относительно биссектрисы угла 5. 

56. Построением определить расстояние от точки, рас- 
положенной на стороне угла, до вершины угла, если этой 
вершиной из-за ее недоступности нельзя пользоваться. 


8 6. Равенство треугольников 


57. Доказать, что середины сторон равнобедренного тре- 
угольника являются вершинами также равнобедренного 
треугольника. 

58. На окружности с центром О отложены равные дуги 
АВ и CD. Доказать, что треугольники АОВ и COD равны. 

59. Доказать, что хорды AD и BC, соединяющие концы 
диаметров АВ и CD окружности, равны. 


60. Для сторон треугольников АВС и ММК справед- 
ливы неравенства: АВ == ММ, BC -=МК, СА + КМ, 
а треугольники все же равны. Возможно ли это? 

61. Построить два неравных треугольника так, чтобы 
две стороны и угол одного треугольника были соответст- 
венно равны двум сторонам и углу другого. ~* 

! 62. Для каждой стороны одного треугольника имеется 
равная ей сторона в другом треугольнике. Можно ли утвер- 
ждать, что эти треугольники. равны? 

. 63. Привести примеры использования свойства жест- 
кости треугольника в технике и строительстве. 

64. Требуется изготовить пластинку треугольной `фор- 
мы. Какими ее размерами необходимо располагать, чтобы 
можно было разметить эту пластинку? 

‚ 65. Каждая из точек М и М одинаково удалена от 
концов отрезка АВ (МА = МВ, МА = МВ). Что можно 
сказать о расположении прямой MN по отношению к от- 
резку АВ? 

66. Найти в треугольнике АВС на стороне АВ (или ее 
продолжении) точку, одинаково удаленную от вершин 
А и С. Отметить особый случай. 

67. Сколько существует точек, равноудаленных от трех 
данных точек? 

| 68. Найти на стороне ВС треугольника АВС точку, 
одинаково отстоящую от сторон АВ и АС или их продол- 
жений. 


8 7. Соотношения между сторонами и углами 
треугольника 


69. Могут ли стороны треугольника относиться как 
Wachee oO. 19: 20 р 

70. Доказать, что если два прямоугольных треуголь- 
ника имеют по равному катету, то гипотенуза того тре- 
угольника больше, у которого второй катег больше. 

71. Доказать, что средней по величине стороне треуголь- 
ника противолежит средний по величине угол. 

72. В треугольнике против наименьшей его стороны 
лежит острый угол. Сформулировать обратное предложение 
и выяснить, верно ли оно. 

73. Могут ли любые неравные отрезки а и b (а > 6) 
служить сторонами 1) равнобедренного, 2) прямоугольного 
треугольника? 
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74*. Доказать, что болышей стороне треугольника со- 
ответствует меныпая высота. 


§ 8. Проекция отрезка на прямую. 
Перпендикуляр и наклонные 


75. В двух прямоугольных треугольниках АВСи A,B,C, 
(ZC = С, = 90°) имеем AC = А.С, Доказать, что 
АВ = A,B, если BC > B,GC,. 

76. Может ли проекция отрезка быть равной самому OT- 
резку? Может ли она быть болыше отрезка? 

77. При каком условии проекция отрезка вдвое меныне 
самого отрезка? 

78. В каком треугольнике одна из его сторон является 
проекцией другой стороны? 

79. Чему равна сумма (или разность) проекций двух 
сторон треугольника на его третью сторону? 

80. Доказать, что медиана (биссектриса), проведенная 
к катету прямоугольного треугольника, меныше его гипо- 
тенузы. 

81. Доказать, что основание биссектрисы острого угла 
прямоугольного треугольника делит его катет на два от- 
резка, из которых болыший прилегает к гипотенузе. 

82. Катеты одного треугольника меныше соответствую- 
щих катефтов другого треугольника. Доказать, что гиноте- 
нуза первого треугольника меныше гинотенузы второго 
треугольника. 

83*. Точка М находится от сторон угла ASB на таких 
же расстояниях, как и точка №. Что можно сказать о рас- 
положении прямой ММ по отношению к углу ASB? 

84. Точно ли сформулирована теорема: «Все точки бис- 
сектрисы угла одинаково удалены от сторон этого угла»? 

85. На стороне угла ASB взяты точки М и М. Охаракте- 
ризовать множество точек, каждая из которых равноуда- 
лена от сторон данного угла и от точек М и М. Обратить 
внимание на случай, когда 1) SM = SN, 2) ZASB = 180°. 


8 9. Параллельные прямые. Сумма углов 
треугольника 


86. Сколько общих точек могут иметь две прямые? 

87. Каково взаимное расположение двух прямых, если 
они имеют: 1) по крайней мере одну общую точку; 2) не 
более одной общей точки? 


и 


88. Каково взаимное расположение двух прямых, пер- 
пендикулярных к одной и той же прямой? 

89. Выяснить, может ли при пересечении двух прямых 
третьей оказаться, что внутренние накрест лежащие углы 
равны, а сумма внутренних односторонних углов не равна 
180°? 

90. Можно ли утверждать, что две прямые параллельны, 
если они при пересечении с третьей прямой образуют с 
нею равные углы? 

91. Охарактеризовать множество прямых, равноуда- 
ленных от двух данных точек A и В (расстояние от прямой 
до точки, по определению, равно расстоянию от этой точки 
до прямой). 

92. На плоскости даны две точки. Много ли пар парал- 
лельных прямых можно провести через эти точки? 

98. Две параллельные прямые пересечены двумя прямы- 
ми, пересекающимися на одной из параллельных прямых. 
Обозначить образовавшиеся при этом углы и указать со- 
отношения между ними. 

94. При каком положении прямой равны все углы, об- 
разуемые двумя данными параллельными прямыми с этой 
прямой? 

95. Обосновать, почему биссектрисы двух соответствен- 
ных углов при параллельных прямых не могут пересекаться. 

96. Прямые а и 6 параллельны. Прямая р перпендику- 
лярна прямой а, а прямая g перпендикулярна прямой 6. 
Что можно сказать о взаимном расположении прямых 
ри 9? 

97. Три точки равноудалены от одной и той же прямой. 
Можно ли утверждать, что эти точки расположены на 
одной прямой? 

98. Можно ли утверждать, что две прямые, параллель- 
ные третьей, параллельны между собой? 

99. Запишите условие того, что точка М лежит: 1) внут- 
ри полосы между двумя параллельными прямыми аи 65; 
2) вне этой полосы. 

100. Построением определить углы между двумя пря- 
мыми, если их точка пересечения находится за пределами 
чертежа. 

101. Пользуясь линейкой и транспортиром, построить 
прямую, параллельную данной прямой. 

102. Могут ли всякие три угла (отличные от нулевого), 
сумма которых равна 180°, быть углами треугольника? 
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103. В равностороннем треугольнике проведены две 
медианы. Чему равен острый угол между ними? 

104. Обосновать, почему биссектрисы двух внутренних 
углов треугольника не могут быть параллельны. 

105. Верно ли определение: «Углы, сумма которых рав- 
на 90°, называются дополнительными»? 

106. Может ли угол при основании равнобедренного 
треугольника быть тупым? Прямым? 

107. Могут ли два угла треугольника быть: 1) прямыми; 
2) тупыми? 

108. Основание равнобедренного треугольника вдвое 
больше соответствующей высоты. Определить углы этого 
треугольника. 

109. В тупоугольном треугольнике АВС (ZA > 90°) 
проведена медиана ВМ. Доказать, что эта медиана больше 
стороны АВ и меньше стороны ВС. 

110. Внутри треугольника АВС взята точка М. Дока- 
зать, что угол АМС больше угла АВС. 

111. Каков вид треугольника, если один из его внутрен- 
них углов больше смежного с ним внешнего угла? Равен 
своему смежному? 

112. Назовите тип треугольника, если один его угол 
равен сумме двух других углов? Болыше суммы двух других 
углов? 

113*. Используя соотношения между углами треуголь- 
ника, записать условие того, что треугольник: 1) прямо- 
угольный; 2) тупоугольный; 3) остроугольный. 

114. Доказать, что если медиана треугольника равна 
половине стороны, к которой она проведена, то треуголь- 
ник прямоугольный. 

115. 1) Может ли болыший угол треугольника быть 
меньше 60°? 2) Может ли меньший угол треугольника быть 
болыше 60°? 

116. Как построить циркулем и линейкой угол в 30°, 
120°, 60°? 

117. Запишите условие того, что: 1) угол А треуголь- 
ника АВС не тупой; 2) угол А треугольника АВС не острый. 

118. Найти углы прямоугольного треугольника, если 
угол между биссектрисой и высотой, проведенных из вер- 
шины прямого угла, равен 15°. 

119. Из вершины треугольника проведены биссектриса 
и высота. Выразить угол между ними через углы треуголь- 
ника. 
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120. Чему равна сумма внешних углов треугольника, 
пятиугольника, семиугольника? 

121. Могут ли все три внешних угла треугольника быть 
равными? 

122. Могут ли быть три (два, один, ни один) внешних 
угла треугольника острыми? 

123. В треугольнике АВС проведена биссектриса СС.. 
Доказать, что угол СС,В равен полусумме угла А и внеш- 
него угла В. 

Сформулировать обратную теорему и доказать ее спра- 
ведливость. 

124. Доказать, нто медиана прямоугольного треуголь- 
ника, проведенная из вершины прямого угла, равна поло- 
вине гипотенузы. 

“125. Доказать, что высота прямоугольного треуголь- 
ника, опущенная на гипотенузу, не превосходит половины 
гипотенузы, 


8 10. Углы с соответственно параллельными 
и перпендикулярными сторонами 


126. Через каждую вершину треугольника проведена 
прямая, параллельная противолежащей стороне. Доказать, 
что углы треугольника, образованного этими прямыми, 
равны углам данного треугольника. 

127. Точка Р не лежит на сторонах угла. Сколько можно 
построить углов с вершиной в точке P и со сторонами, со- 
ответственно параллельными сторонам данного угла? 

128. На стороне АВ треугольника АВС взята точка P, 
через которую проведены прямые, параллельные двум дру- 
гим сторонам и встречающие их в точках М и М. Назвать 
равные образовавшиеся углы. 

129. Из точки P, взятой внутри угла $, опущены перпен- 
дикуляры РА и РВ на стороны этого угла или их продол- 
жения. Каким соотношением связаны углы APB и ASB? 

130. Высоты AA, и ВВ, треугольника АВС пересекают- 
ся в точке Н. Указать углы с соответственно перпендику- 
лярными сторонами: 1) равные между собой; 2) составляю- 
щие в сумме 180°. 

131. В вершине $ данного угла ASB восставлены к 
его сторонам перпендикуляры SM и SN. Определить угол 
MSN, если угол ASB равен: 1) 130°; 2) 75°; 3) 30°. Рассмот- 
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реть различные случаи взаимного расположения сторон 
углов MSN и ASB (ограничиться углами, меньшими 180°). 

132. Из основания D высоты BD треугольника ABC 
опущен перпендикуляр DE на сторону АВ. Доказать, что 
углы ВАС и BDE равны. 

133. Известны углы прямоугольного треугольника. 
Определить углы, образуемые катетами с высотой, опущен- 
ной на гипотенузу. 

134. Найти зависимость между углами ASB и A,S,B,, 
если SA || S,A, и SB 1 $1В,. 


Глава Ш. ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ 


8 11. Сумма углов выпуклого четырехугольника. 
Равенство четырехугольников 


135. Может ли один из углов выпуклого четырехуголь- 
ника быть больше суммы трех остальных его углов? 

136. Доказать, что всякие четыре угла, не равные нулю 
и менышие 180°, сумма которых равна 360°, могут быть 
углами выпуклого четырехугольника. 

137. 1) Может ли меньший угол четырехугольника быть 
больше 90°? 2) Может ли болыний угол четырехугольника 
быть меньше 90°? 

138. 1) Могут ли три угла четырехугольника быть ту- 
пыми? 2) Могут ли два угла четырехугольника быть тупыми, 
а два других — прямыми? м 

139. В четырехугольнике проведены диагонали. На- 
звать все треугольники, которые при этом образовались. 

140. Четыре точки, среди которых никакие три не ле- 
жат на одной прямой, соединены попарно. Сколько образо- 
валось при этом отрезков? Написать неравенства, связы- 
вающие длины этих отрезков. 

141. Диагональ АС четырехугольника ABCD делит ero 
углы А и С пополам. Какое заключение можно сделать 
о сторонах четырехугольника? р 

142. Сколько острых углов может иметь выпуклый 
п-угольник? 

143. Верна ли теорема: «Если стороны одного четырех- 
угольника равны соответствующим сторонам другого, 
то четырехугольники равны»? 

144. Сформулировать несколько признаков равенства че- 
тырехуголЁников. 
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145. Дан четырехугольник ABCD. Как найти точку, 
одинаково удаленную от вершин Д и В и от вершин Си 
О? Всегда ли такая точка существует? Может ли быть не- 
сколько таких точек? 

146*. Чему равно число диагоналей п-угольника? 

147*. На сколько диагоналей у (п + 1)-угольника боль- 
ше, чем у п-угольника? 

148*. При каком п число диагоналей п-угольника равно 
числу его сторон? 


8 12. Параллелограмм 


149. Начертить параллелограмм общего вида и провести 
его диагонали. Сколько пар равных треугольников при 
этом образовалось? 

150. Могут ли два заданных острых угла быть углами 
одного и того же параллелограмма? 

151. Какая зависимость существует между двумя угла- 
ми параллелограмма? 

152. Ученик определил параллелограмм как четырех- 
угольник, противоположные стороны которого параллель- 
ны и равны. Объяснить, чем неудачно такое определение 
параллелограмма. 

153. Из произвольной точки основания равнобедренного 
треугольника проведены прямые, параллельные его боковым 
сторонам. Доказать, что периметр получившегося паралле- 
лограмма равен сумме боковых сторон треугольника. 

154. Доказать, что прямая, соединяющая середины двух 
противоположных сторон параллелограмма, параллельна 
двум другим его сторонам. 

‚155. Сколько можно построить параллелограммов с 
вершинами в трех данных точках? 

156. Определяется ли параллелограмм: 1) своими сто- 
ронами; 2) своими углами; 3) своими диагоналями; 4) сто- 
роной, углом и диагональю? 


8 13. Центральная симметрия 


157. Сколько центров симметрии имеют следующие фи- 
гуры: 1) две точки; 2) прямая линия; 3) две прямые? 

158. Назовите известные вам фигуры, имеющие центр 
симметрии. 
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159. Диагонали АС и BD параллелограмма ABCD пере- 
секаются в точке О. Назвать пары центрально симметрич- 
ных треугольников. 

180. Рассечь параллелограмм прямой на два равных 
четырехугольника. 

161. Фигура, состоящая из трех прямых, имеет только 
один центр симметрии. Как должны быть расположены 
эти прямые? 

162. Можно ли в окружность вписать два треугольника 
с соответственно параллельными сторонами? 

163. Доказать, что если четырехугольник имеет центр 
симметрии, то этот четырехугольник — параллелограмм. 

164. Построить параллелограмм по его центру симмет- 
рии и двум несимметричным вершинам. 

165. Определяется ли параллелограмм своим центром 
симметрии и двумя своими вершинами? 

166. Доказать, что две параллельные прямые, проходя- 
щие через две симметричные относительно центра точки, 
симметричны относительно того же центра. 

167. Три окружности имеют общий центр. А и Aj, 
В и В,, Си С, — пары их диаметрально противополож- 
ных точек, причем А, Ви С не лежат на одной прямой. 
Доказать, что треугольники АВС и A,B,C, равны. 

168. Используя центральную симметрию, доказать, что 
медиана прямоугольного треугольника, проведенная к ги- 
потенузе, равна половине гипотенузы. 

169. Две равные окружности касаются в точке К. До- 
казать, что эти окружности симметричны относительно 
точки К. Сформулировать аналогичную задачу для двух 
равных окружностей, которые не касаются. 


8 14. Прямоугольник. Ромб 


170. Один из углов параллелограмма прямой. Опреде- 
лить остальные его углы. Какое определение прямоуголь- 
ника следует отсюда? 

171. Точка лежит внутри прямого угла. Доказать, что 
ее расстояние до вершины этого угла меньше суммы расстоя- 
ний до его сторон. 

172. Середины сторон четырехугольника являются вер- 
шинами ромба. Выяснить вид этого четырехугольника. 
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173. Сторона ромба с углом 120° равна а. Найти мень- 
шую диагональ ромба. 

174. В ромбе опущены высоты из вершины его тупого 
угла. Определить углы ромба, если угол между высотами 
равен 40°. 

175. Может ли диагональ ромба образовать с одной из 
его сторон прямой угол? 

176. Доказать, что вершина С ромба ABCD одинаково 
удалена от прямых АВ и AD. 

177. Что можно сказать о параллелограмме, высоты ко- 
торого равны? 

178. Каким еще свойством должен обладать четырех- 
угольник с перпендикулярными диагоналями, чтобы можно 
было утверждать, что он ромб? 

179. Что можно сказать о четырехугольнике, если из- 
вестно, что при перегибании его по одной диагонали и по 
другой диагонали противолежащие им вершины совме- 
щаются? 

180. 1) Равны ли два ромба, если их стороны (углы) 
равны? 2) Равны ли два ромба (прямоугольника), если их 
соответственные диагонали равны? 

181. Необходимо изготовить четырехугольную пластин- 
ку данного образца. Какими для этого ее элементами 
(в минимальном количестве) необходимо располагать при 
условии, что данная пластинка имеет форму: 1) \napan- 
лелограмма; 2) прямоугольника; 3) ромба; 4) произвольного 
четырехугольника? 


8 15. Квадрат 


182. Что можно сказать о ромбе, диагонали которого 
равны? 

183. Может ли один и тот же четырехугольник быть 
ромбом и прямоугольником? 

184. Можно ли утверждать, что: 1) квадрат есть ромб; 
2) прямоугольник есть квадрат; 3) параллелограмм есть 
ромб? 

185. Начертите квадрат и проведите его диагонали. 
Сколько пар равных треугольников при этом образова лось? 

186. Постройте квадрат по двум заданным его соседним 
вершинам. Сколько решений имеет задача? 

187. Сколько можно построить квадратов с вершинами 
в двух данных точках М и № 
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188. Постройте квадрат по его центру и вершине. 

189. Равны ли два квадрата, если их диагонали равны? 

190. Используя соотношения равенства между отрез- 
ками, записать условия того, что четырехугольник ABCD 
есть: 1) прямоугольник; 2) ромб; 3) квадрат. 

191. Как иначе назвать следующие фигуры: 1) равно- 
угольный треугольник; 2) равноугольный четырехуголь- 
ник; 3) равносторонний четырехугольник; 4) прямоуголь- 
ный ромб; 5) прямоугольный параллелограмм? 

192. Можно ли утверждать, что четырехугольник с рав- 
ными и перпендикулярными диагоналями есть квадрат? 


8 16. Свойство отрезков, отсекаемых параллельными 
прямыми на сторонах угла. Средняя линия треугольника 


193. На стороне АВ параллелограмма ABCD дана точ- 
ка М так, что АМ = aa AB. Доказать, что отрезок MD 


отсекает от диагонали АС отрезок АР, составляющий чет- 
вертую часть этой диагонали. 

194. Через данную точку А, расположенную внутри 
угла О, провести прямую так, чтобы ее отрезок с концами 
на сторонах угла делился в данной точке пополам. 

195*. Через данную точку, расположенную внутри угла, 
провести прямую так, чтобы ее отрезок с концами на сторо- 
нах угла делился в данной точке на части, из которых одна 
вдвое больше другой. 

196. На боковых сторонах АС и ВС равнобедренного 
треугольника АВС отложены равные отрезки АМ и СМ. 
Доказать, что середина отрезка MN принадлежит средней 
линии данного треугольника, параллельной его основанию. 

197. Сторона ВС треугольника АВС разделена на 4 рав- 
ные части. Через точки деления проведены прямые, парал- 
лельные стороне АВ. Определить отрезки параллельных 
прямых, заключенные внутри угла АСВ, если сторона АВ 
треугольника равна с. 


8 17. Трапеция 


198. Доказать, что средняя линия трапеции делит каж- 
дую ее диагональ и высоту пополам. 

199. Диагональ трапеции делит ее среднюю линию на 
отрезки, равные а и 6. Определить основания трапеции. 

200. Выяснить, может ли средняя линия трапеции прой- 
ти через точку пересечения ее диагоналей? 
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201. Даны четыре точки A, В, С, О, причем АВ = CD 
BC || AD. Можно ли утверждать, что четырехугольник па- 
раллелограмм? 

202. Противоположные углы трапеции равны си В. 
Чему равны остальные ее углы? 

203. Сколько тупых углов может быть у трапеции? 

204. Используя соотношения равенства между углами, 
записать условие того, что выпуклый четырехугольник 
ABCD есть: 1) параллелограмм; 2) трапеция. 

205. К какому типу принадлежит четырехугольник, если 
его четыре угла представляют собой две пары равных 
углов? 

206. Используя соотношения равенства между отрез- 
ками, записать условия того, что четырехугольник ABCD — 
равнобедренная трапеция. 


8 18. Замечательные точки треугольника 


207. Сколько существует точек, равноудаленных от трех 
попарно пересекающихся прямых? 

208. Всегда ли две: 1) высоты, 2) медианы, 3) биссектри- 
сы треугольника пересекаются? 

209*. Может ли одна биссектриса треугольника прохо- 
дить через середину другой? 

210. Могут ли две биссектрисы треугольника быть; 
1) перпендикулярны; 2) параллельны? 

211. Известны середины двух сторон треугольника. Од- 
ной линейкой построить середину третьей стороны. 

212. Доказать, что три пары вертикальных углов, об- 
разованных высотами треугольника при точке их пересе- 
чения, соответственно равны углам треугольника. 

213. Из четырех точек, одна является ортоцентром тре- 
угольника, образованного тремя другими. Доказать, что 
‚этим свойством обладает каждая из данных четырех точек. 

214. Медианы AA, и BB, треугольника АВС пересека- 
ются в точке С под прямым углом. Доказать, что АВ = GC. 


Глава IV. ПЛОЩАДЬ МНОГОУГОЛЬНИКА 
8 19. Площадь квадрата, четырехугольника 


215. Как изменится площадь квадрата, если: 1) его диа- 
гональ уменьшить в два раза, в три раза? 2) Во сколько 
раз уменышится периметр квадрата? 
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216. Диагонали АС и BD квадрата ABCD пересекают- 
ся в точке О. Отрезки AO, BO, CO, DO точками М, М, К, L 
разделены пополам. Определить площадь четырехуголь- 
ника MNKL, если сторона квадрата равна а. 

217. Площади квадратных сечений двух стержней со- 
ответственно равны 100 мм? и 64 мм?. Как относятся сторо- 
ны сечений? 

218. Могут ли быть равновеликими два неравных: 
1) параллелограмма; 2) квадрата? 

219*. Построить квадрат, площадь которого в два раза 
болыше площади данного квадрата. 


8 20. Теорема Пифагора 


220. Точка, лежащая внутри прямого угла, удалена 
от его сторон на расстояния, равные а и 5. Определить 
расстояние точки от вершины угла. 

221. Дан четырехугольник, диагонали которого пер- 
пендикулярны. Доказать, что суммы квадратов‘противопо- 
ложных сторон этого четырехугольника равны. 

222. Определить площадь квадрата, если его диагональ 
равна m. | 

223. 1) Катет, лежащий против угла в 30°, равен а. 
Определить второй катет этого треугольника. 

2) Найти высоту равностороннего треугольника со сто- 
роной а. 

224. Один из углов прямоугольного треугольника равен 
среднему арифметическому двух других его углов. Найти 
его катеты, если гипотенуза равна с. 

225. Основание равнобедренного треугольника с углом 
при вершине 120° равно 6. Определить боковую сторону 
треугольника. 

226. Сформулировать теорему, обратную теореме Пи- 
фагора. 

227. Узнав, что стороны треугольника равны 3, 4 и 5, 
ученик, сославшись на теорему Пифагора, сделал заключе- 
ние, что треугольник прямоугольный. Обоснованным ли 
было заключение ученика? 

228. 1) Определить тип треугольника, если его стороны 
равны 2, 3, 4; 1, у 2; У 3. 

2) Определить вид треугольника со сторонами а, Ви с, 
если а = m*4 п?, b= т? — n? 4c = тп (т > п). 
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229. Доказать, что разность квадратов проекций двух 
сторон треугольника на третью его сторону или ее продол- 
жение равна разности квадратов этих двух сторон. 


8 21. Площадь параллелограмма, треугольника, 
трапеции 


230. Одной прямой разделить параллелограмм на две 
равновеликие части. Охарактеризовать все прямые, обла- 
дающие этим свойством. 

231. Через вершину параллелограмма провести пря- 
мую так, чтобы она отсекла от него треугольник, площадь 


1 
которого составляет aa площади параллелограмма. 


232. Во сколько раз площадь параллелограмма боль- 
ше площади четырехугольника, вершины которого нахо- 
дятся в серединах сторон параллелограмма? 

233. Назовите фигуры, из равновеликости которых сле- 
дует их равенство. 

234. Пользуясь понятием площади, установить равен- 
ство высот ромба. 

235. Среди всех ромбов с заданным периметром указать 
такой, у которого наибольшая площадь. 

236. Доказать, что если каждая из диагоналей четнь- 
рехугольника делит его на равновеликие части, то четырех- 
угольник есть параллелограмм. 

237. Как относятся между собой площади треугольников, 
имеющих равные основания? : 

238. На сторонах СА и CB треугольника АВС даны Tou- 
ки Mu N такие, что СМ = MA u 2CN = МВ. Какую часть 
площади треугольника АВС составляет площадь треуголь- 
ника MCN? 

239. Чему равна площадь равнобедренного прямоуголь- 
ного треугольника, гипотенуза которого равна а? . 

240. Площадь треугольника равна произведению его 
медианы и высоты, проведенных из одной вершины. Найти 
угол треугольника при этой вершине. 

241. Древние египтяне находили площадь равнобедрен- 
ного треугольника умножением его основания на половину 
боковой стороны. Правильный ли получается при этом 
результат? Болыший или меныший истинного? 

242. Точка М лежит на медиане СС, треугольника 
АВС. Установите, что площади треугольников АСМ и 
ВСМ равны. 
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243. Доказать, что медианы треугольника рассекают 
его на шесть равновеликих треугольников. 

244. Провести прямую, параллельную медиане треуголь- 
ника, так, чтобы она отсекала от него треугольник, пло- 


1 
щадь которого составляет rae площади данного треугольника. 


245. В каком отношении находятся площади! треуголь- 
ника и четырехугольника, на которые рассекается данный 
треугольник своей средней линией? 

246*. Через произвольную точку медианы треугольника 
проведены прямые, параллельные заключающим ее сторо- 
нам. Доказать, что треугольники, отсеченные этими пря- 
мыми, равновелики. 

247. Прямая, проведенная через центроид" треуголь- 
ника параллельно его стороне, образует со сторонами тре- 
угольника трапецию и треугольник. Определить отношение 
площадей образовавшихся фигур. 

248. На сторонах угла О отложить соответственно от- 
резки OA, АВ и ОС, CD, такие, что ОА = AB,CO = CD. 
Доказать, что площади треугольников OAD и ОВС равны. 

249. Установить, что болышей стороне треугольника 
соответствует менышая высота. 

250. Точки М и М являются серединами сторон АВ и 
АР квадрата ABCD. Определить площадь треугольника 
АММ, если площадь квадрата равна единице. 

251. Вершина А квадрата ABCD соединена с середина- 
ми М и N его сторон СВ и CD. Определить площадь тре- 
угольника АММ, если сторона квадрата равна а. 

252. Доказать, что площадь равностороннего треуголь- 
ника, построенного на гипотенузе прямоугольного тре- 
угольника, равна сумме площадей равносторонних тре- 
угольников, построенных на его катетах. 

253. Выразить площадь четырехугольника через его 
диагонали а и Ob, если известно, что они образуют угол 
в 30°. 

254. Диагонали четырехугольника равны и перпенди- 
кулярны. Определить площадь четырехугольника, если диа- 
гональ его равна а. 

255. Пользуясь понятием площади, доказать, что сумма 
расстояний любой точки основания равнобедренного тре- 


д Ц ентроидом треугольника называется точка пересечения 
его меднан. 
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угольника от его боковых сторон равна высоте, опущенной 
на боковую сторону. 

256*. Построить равносторонний треугольник, равнове- 
ликий данному треугольнику. 

257. Доказать, что отрезок, соединяющий середины осно- 
ваний трапеции, делит ее площадь пополам. 

258*. Середина М боковой стороны ВС трапеции ABCD 
соединена с ee вершинами A и D. Доказать, что площадь 
треугольника MDA вдвое меньше площади трапеции. 

259. Доказать, что площади двух треугольников, обра- 
зованных отрезками диагоналей трапеции и ее боковыми 
сторонами, видны из центра под равными углами. 

260*. Диагонали АСи BD трапеции ABCD (АВ | CD) 
пересекаются в точке О. 1) Найти отношение площади тре- 
угольника АОВ к площади. треугольника COD, если АВ = 
=a, СР = 6. 2) Доказать, что квадраг площади треуголь- 
ника AOD равен произведению площадей треугольников 
AOB и COD. 


Глава У. ОКРУЖНОСТЬ 
8 22. Диаметр, хорда и ее расстояние от центра 


261. Сколько окружностей можно провести через две 
данные точки А и В? У какой из этих окружностей наимень- 
ший радиус? 

262. Доказать, что две различные окружности не могут 
иметь более двух общих точек. 

263. Прямая пересекает две концентрические окруж- 
ности. Доказать, что отрезки этой прямой, заключенные 
в круговом кольце, видны из центра под равными углами. 

264. Одной линейкой провести какие-нибудь две па- 
раллельные хорды окружности, если центр окружности 
задан. 

265. Доказать, что если через концы хорды данной окруж- 
ности провести перпендикулярные к ней хорды, то 
последние будут равны. 

266. На окружности отложены равные дуги ММ и МК. 
Доказать, что диаметр МЁ является биссектрисой угла 
ММК. 

267. Могут ли три параллельные друг другу хорды 
окружности быть равными между собой? 

268. Известна теорема: «Дуги, заключенные между па- 
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раллельными хордами, равны». Сформулировать обратную 
теорему и доказать ее справедливость. 

269. Построены равные хорды в двух неравных окруж- 
ностях. Какая из двух меныших дуг, стягиваемых этими 
хордами, больше (по угловой мере)? 

270. Дана окружность и ее диаметр. Охарактеризовать 
все хорды окружности, которые этим диаметром делятся 
пополам. 

271. Радиус окружности равен т, а ее хорда п. Опре- 
делить расстояние d хорды от центра окружности. 

272. Угол между радиусами ОА и ОВ окружности ра- 
вен 60°. Определить хорду АВ и ее расстояние d от цен- 
тра О, если. радиус окружности равен К. 

273. Радиус Ю окружности равен 4, а угол между ее 
радиусами ОА и ОВ равен 90°. Определить длину хорды 
АВ и ее расстояние d от центра. 


8 23. Взаимное положение прямой и окружности. 
Касательная к окружности. Две окружности 


274. Может ли прямая иметь с окружностью три общие 
точки? 

275. Верно ли определение: «Прямая называется каса- 
тельной к окружности, если она имеет с ней одну общую 
точку»? 

276. Можно ли из одной точки провести к окружности 
более двух касательных? 

277. Из точки, лежащей вне окружности, проведены 
к ней две касательные, образующие угол в 60°. Определить 
вид треугольника, вершины которого совпадают с данной 
точкой и точками касания. 

278. Определить величину угла между касательными, 
проведенными к окружности из точки, кратчайшее расстоя- 
ние которой от окружности равно ее радиусу. : 

279. Касательные, проведенные из точки А к окруж- 
ности радиуса R, перпендикулярны. Определить отрезки 
этих касательных, ограниченные данной точкой и точками 
касания. 

280. Касательные, проведенные из некоторой точки к 
окружности радиуса Ю, перпендикулярны. Определить рас- 
стояние этой точки от окружности. 

281*. Можно ли через точку, лежащую внутри окруж- 
ности, провести три равные хорды? 
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282. Каково взаимное расположение двух окружно- 
стей, если они имеют: 1) по крайней мере две общие точки; 
2) не более двух общих точек? 

283. Две равные окружности расположены так, что 
каждая из них проходит через центр другой. Определить 
угол, под которым видна общая хорда окружностей из 
центра одной из них. 

284. Общая хорда АВ двух пересекающихся окружно- 
стей радиусов В и г равна 2a. Определить расстояние d 
между центрами этих окружностей. 

285. Является ли фигура, состоящая из двух равных 
окружностей, симметричной: 1) относительно прямой; 2) от- 
носительно точки? 

286. Верно ли утверждение: «Две окружности, касаю- 
щиеся третьей, касаются между собой»? 

287. Через середину Р общей хорды двух равных 
окружностей проведены две секущие. Первая из них встре- 
чает окружности последовательно в точках A, В, С, О, 
а вторая — в точках М, N, К, L. Доказать, что прямые 
АК и DN параллельны. Назвать равные параллельные 
отрезки, концами которых являются различные пары ука- 
занных точек пересечения. 

288. Отыскать в учебнике несколько предложений, 
в которых содержатся необходимые и достаточные условия 
для формулируемых в них фактов. 

289. Охарактеризовать множество прямых, удаленных 
от данной точки О на расстояние 4. 


8 24. Углы, связанные с окружностью 


290. В окружности проведена хорда, равная радиусу. 
Под каким углом видна эта хорда: 1) из центра окружности; 
2) из произвольной точки окружности? 

291. Из общей точки двух пересекающихся окружностей 
выходят два луча, встречающие первую окружность в точ- 
ках Аи В, вторую — в точках Си О. Что можно сказать 
о градусной мере дуг АВ и CD? 

292. Одной линейкой провести в окружности две пер- 
пендикулярные хорды, имеющие общий конец в данной 
точке. Центр окружности задан. 

293. На стороне АВ треугольника АВС как на диаметре 
описана окружность. Доказать, что угол С острый, если 
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вершина С лежит вне окружности, и тупой, если вершина 
С лежит внутри окружности. 

294. Из точки Р окружности проведены два взаимно 
перпендикулярных луча, встречающие окружность в точках 
Ми М. Охарактеризовать множество прямых ММ при усло- 
вии, что прямой угол Р вращается около своей вершины. 

295. Из точки Р окружности О проведены два луча, 
образующие угол а и встречающие окружность в точках 
Ми \М. Охарактеризовать множество прямых ММ при усло- 
вии, что угол Р вращается около. своей вершины. 

296. 1) Что можно сказать о величине угла, под которым 
виден диаметр из точки, лежащей вне окружности? 

2) Диаметр окружности виден из некоторой точки под 
тупым углом. Охарактеризовать расположение этой точки 
по отношению к окружности. 
© 297*. Даны две равные окружности, каждая из которых 
проходит через центр другой, и пересекающиеся в точках 
А и В. Через точку А проведена произвольная секущая, 
встречающая окружности в точках Си О. Доказать, что 
треугольник BCD равносторонний. 

298. Из вершины угла треугольника проведены биссек- 
триса и диаметр описанной окружности. Выразить угол 
между ними через углы треугольника. 

299. Из вершины угла треугольника проведены высота 
и диаметр описанной окружности. Выразить угол между 
ними через углы треугольника. 

300. Используя соотношение (типа неравенства) между 
стороной С и соответствующей медианой т, треугольника, 
записать условие того, что треугольник: 1) прямоугольный; 
2) остроугольный; 3) тупоугольный. 

301*. Отрезок АВ виден из точек С и D под разными 
углами. В каком случае точки A, В, С, D лежат на одной 
окружности? 


8 25. Длина окружности и площадь круга 


302. На сколько увеличится длина окружности, если 
ее радиус увеличится на I? 

303. На сколько увеличится площадь круга радиуса Ю, 
если радиус увеличится на 1? 

304. Определить зависимость между площадями кру- 
гов, построенных на сторонах прямоугольного треуголь- 
ника как на диаметрах. 
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305. Как относятся площади кругов вписанного и опи- 
санного ‘около данного равностороннего треугольника? 

306. Разделить пополам участок, имеющий форму кру- 
га радиуса а, окружностью, центр которой совпадает с 
центром данного участка. Чему равен радиус делящей 
окружности? 

307. Две водопроводные трубы одинаковых диаметров 4 
заменены одной трубой с той же пропускной способностью. 
Вычислить диаметр D этой трубы. 

308. Может ли сектор круга быть его сегментом? 


Глава VI. ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫЕ ОТРЕЗКИ. ПОДОБИЕ ФИГУР 


8 26. Пропорциональные отрезки. Биссектриса 
угла треугольника 


309. Через точку пересечения медиан треугольника 
АВС проведена прямая, параллельная стороне АВ и пере- 
секающая стороны АС и ВС соответственно в точках A, и 
B,. Найти: 1) отношение A,B,: АВ; 2) отношение площади 
треугольника A,B,C к площади трапеции АВВ} А.. 

310. Диагонали четырехугольника точкой их пересече- 
ния делятся на пропорциональные части. Назвать тип это- 
го четырехугольника. 

311*. Прямая, проведенная через середины двух проти- 
воположных сторон четырехугольника, проходит через точ- 
ку пересечения продолжений двух других его сторон. До- 
казать, что четырехугольник — трапеция. 

312. На стороне угла А даны точки В и С, а на другой: 
стороне — точки B, и C,, причем AB: ВС = АВ, : B,C,. 
Можно ли утверждать, что прямые ВВ, и СС, параллельны 
между собой? 

313. Два последовательных отрезка АВ и ВС одной 
прямой пропорциональны двум последовательным отрез- 
кам A,B, и B,C, другой прямой. Следует ли отсюда, что 
прямые AA,, BB,, CC, параллельны? 

314. Сторона BC треугольника АВС разделена. на три 
равные части. Через точки деления проведены прямые, 
параллельные стороне АВ. Определить отрезки этих пря- 
мых, заключенные между сторонами АСи ВС, если сторона 
АВ треугольника равна 18. 

315. Отрезки АВи ММ точкой O их пересечения разде- 
лились на части так, что ДО : ОВ = МО: ОМ. Доказать, 
что прямые АМ и ВМ параллельны. 
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316. Одно плечо шлагбаума равно | м, а второе — 5 м. 
На сколько поднимется конец большего плеча, если ко- 
Hell менышего плеча опустится на 0,5 м? 

317. Дайте определение биссектрисы угла; сформули- 
руйте свойство точек биссектрисы угла и свойство биссек- 
трисы угла треугольника. 

318. Биссектриса СС, угла С треугольника АВС делит 
сторону АВ на отрезки АС, = т, ВС, = п. Доказать, что 

с ас 
А чья: 

319. В треугольнике сумма двух сторон равна 14, а 
третья сторона делится биссектрисой противолежаще- 
го угла на отрезки Зи 4. Определить стороны треуголь- 
ника. 

320. В каком отношении центр О вписанной в треуголь- 
ник АВС окружности делит.его биссектрису AA,, если сто- 
роны треугольника равны a, 6, с? 

321*. Доказать, что центр окружности, вписанной в 
треугольник, лежит внутри треугольника, образованного 
его средними линиями. 

322. Установить, что если ВВ, — биссектриса угла В 
треугольника АВС, то 6: 2р.= B,O: В.В, где О — центр 
окружности, вписанной в треугольник, 2р — его периметр, 
ЕС. 

323. Биссектриса угла треугольника делит противоле- 
жащую сторону на два отрезка, отношение которых равно 
отношению прилежащих к ним сторон треугольника. 
Является ли это свойство достаточным признаком биссек- 
трисы угла треугольника? 


8 27. Подобие фигур 


324. Пояснить, почему два равносторонних треуголь- 
ника подобны (признаками подобия не пользоваться). 

325. Доказать, что два прямоугольных равнобедренных 
треугольника подобны. (См. замечание к задаче 324.) 

326. Из точки М проведены четыре луча, пересекающие 
две параллельные прямые а и 6: первую прямую — в точ- 
ках А, В, Сир, вторую — соответственно в точках А+, 
B,, CG, О.. Назвать подобные треугольники и указать их 
сходственные стороны. Что можно сказать о коэффициен- 
те подобия всех этих пар подобных треугольников? 
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327. В равнобедренном треугольнике АВС проведены 
неравные высоты АМ и ВМ. Доказать, что треугольники 
АМС и АВМ подобны. 

328. Хорды АВ и CD окружности О пересекаются в 
точке М. Доказать, что треугольники АМС и ВМО по- 
добны. 

329. Окружность пересекает стороны угла $ в точках 
А, В, С, р. Найти на чертеже подобные треугольники с вер- 
шинами в указанных выше точках. 

330. Продолжения противоположных сторон АВ и DC 
вписанного в окружность четырехугольника ABCD пере- 
секаются в точке Р. Установить вид треугольника ADP, 
если треугольник BCP равносторонний (прямоугольный, 
равнобедренный). 

331. В каком отношении делятся диагонали трапеции 
их точкой пересечения, если основания трапеции равны 
аи 6? 

332. Стороны треугольника относятся как 2:5: 6. 
Меныпая сторона подобного ему треугольника равна 6. 
Найти остальные стороны второго треугольника. 

333. Стороны треугольника равны 6, 9, 12; произведе- 
ние сторон подобного треугольника равно 24. Определить 
стороны второго треугольника. 

334. В треугольнике АВС проведены высоты AA, и 
BB,, пересекающиеся в точке Н.. Указать четыре подобных 
между собой треугольника. 

335. Доказать, что медианы, проведенные к двум соот- 
ветственным сторонам подобных треугольников, рассе- 
кают их на соответственно подобные треугольники. 

336. Доказать, что все прямые, проходящие через дан- 
ную точку отрезка, имеют постоянное отношение расстояний 
от его концов. 

337. Можно ли две стороны треугольника пересечь пря- 
мой, непараллельной третьей его стороне, так, чтобы отсе- 
ченный треугольник был подобен данному? 

338. Через точку, лежащую на стороне треугольника, 
провести прямые, отсекающие от него треугольники, по- 
добные данному. 

339. Сформулировать признаки подобия двух равнобед- 
ренных треугольников. 

340. Пользуясь признаками подобия треугольников, до- 
казать, что медианы треугольника делятся их точкой пе- 
ресечения в отношении 2: 1, 
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. 341. Локазать, что соответственные стороны подобных 
треугольников относятся как периметры этих треуголь- 
НИКОВ. 

342. Доказать, что если треугольники подобны, то бис- 
сектрисы, медианы и высоты одного из них пропорциональ- 
ны соответствующим биссектрисам, медианам и высотам 
другого. 

343. Доказать, что два треугольника подобны, если две 
стороны и медиана, заключенная между ними, одного тре- 
угольника пропорциональны соответствующим элементам 
другого треугольника. 

344. Установить, что высоты треугольника делятся орто- 
центром на отрезки, произведения которых равны между 
собой. 

345. Существует ли треугольник, медиана которого 
рассекает его на два. неравных подобных треуголь- 
ника? 

346. Определить углы равнобедренного треугольника, 
если биссектриса угла при основании отсекает от него тре- 
угольник, подобный данному. 

347. Доказать, что два треугольника с взаимно перпен- 
дикулярными сторонами подобны. 

348. Доказать, что два треугольника с соответственно 
параллельными сторонами подобны. 

349*. Медиана СС, треугольника АВС образует со сто- 
ронами СА и СВ такие же углы, как медиана С’С, треуголь- 
ника А’В’С” со сторонами С’А’и С’В’. Доказать подобие 
этих треугольников. 

350. Подобны ли два четырехугольника, если углы од- 
ного из них соответственно равны углам другого? 

351. Доказать, что четырехугольники ABCD и А.В. СО, 
подобны, если Е До ВЕ, Ве —= С и 
В ВСЕ ЛВ ВЕС 

352. Доказать подобие двух четырехугольников по че- 
тырем сторонам и одному углу. 

353. Назвать какие-нибудь два четырехугольника с 
соответственно пропорциональными сторонами, но не по- 
добные между собой. 

354. Подобны ли два произвольных: 1) прямоугольника; 
2) ромба; 3) квадрата? 

355. Доказать, что два прямоугольника подобны, если 
углы между их диагоналями равны. 

356. В каких случаях два прямоугольника подобны? 
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357. Доказать, что два ромба подобны, если их диагонали 
пропорциональны. 

358. Сформулировать несколько признаков подобия двух 
ромбов. 

359. Доказать, что параллелограммы подобны, если их 
диагонали пропорциональны и углы между ними равны. 

360. Сформулировать и доказать несколько признаков 
подобия параллелограммов по их угловым элементам (по 
углам между сторонами, между диагоналями, между сто- 
ронами и диагоналями). 

361. Подобны ли две трапеции, у которых соответствен- 
ные основания и боковые стороны пропорциональны? 

362. Сформулировать и доказать несколько признаков 
подобия двух равнобочных трапеций по угловым элементам. 

363. В каком случае две фигуры, каждая из которых 
состоит из окружности и хорды, подобны? 

364. Сформулировать признак подобия двух секторов. 

365. Дан круговой сектор. Построить сектор, ему по- 
добный. 

366. Сформулировать признак подобия двух сегментов. 

367. Дан сегмент. Построить сегмент, ему подобный. 

368. Как относятся площади двух треугольников, на 
которые делится прямоугольный треугольник высотой, 
опущенной на гипотенузу? 

369. Доказать, что высота, опущенная из вершины пря- 
мого угла прямоугольного треугольника, делит гипотенузу 
на отрезки, пропорциональные квадратам прилежащих 
катетов. 


Глава УП. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ОСТРОГО УГЛА 


$ 28. Определение и свойства тригонометрических 
функций острого угла 


370. На каждой стороне острого угла произвольно взято 
по точке. Из этих точек опущены пернендикуляры на другую 
сторону данного угла. Доказать, что отношения катетов, 
лежащих против данного угла, к соответствующим гино- 
тенузам, в каждом из полученных прямоугольных тре 
угольников, равны между собой. 

371. Дан остроугольный треугольник АВС, у которого 
угол А равен 60°, а заключающие его стороны — Ь и с. 
Вычислить высоту СС, и отрезок ВС:. 
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372. Вычислить значение синуса 60°. 

373. Вычислить значение тангенса 22,5. 

374. Доказать, что tg 15° =2— УЗ. 

375. В прямоугольном треугольнике АВС опущена вы- 
сота СС, на гипотенузу АВ. Доказать, что коэффициент 
подобия треугольников АСС, и ВСС, равен tg В. 

376. В прямоугольном треугольнике АВС опущена вы- 
сота СС, на гипотенузу АВ. Доказать, что коэффициент по- 
добия треугольников АСС, и АВС равен sin В. 

377. Доказать, что для острого угла а имеют место не- 
равенства: 1) «> Япа; 2) ctga> cosa; 3) tga> 
>etga(a> 45°); Эт <0 (> 45°). 

378. В прямоугольном треугольнике АВС проведена 


биссектриса AA, его острого угла A. Доказать, что 
ВА А 

come СЕ. 

379. Дан равнобедренный треугольник АВС (СА = СВ). 


Из середины М основания АВ на высоту AA, опущен пер- 


пендикуляр MN. Доказать, что: 1) ММ = АСС; 


2) ВА, = АС (1 — cosC); 3) зи = =. (1 —cosC). 


380. Дан равнобедренный треугольник АВС (CA = 
= СВ). Из середины М основания АВ опущен перпендику- 


aap MN на сторону ВС. Доказать, что: 1) CN = BC cos? = 


2) BN = BCsin® --; 3) ВА, = BC(1—cosC) (AA, 1 BC); 


4) cos? = = = {1 ий cos С). 


381. Дать геометрический вывод формулы tg = = aire 


1 + cosa 
для острого угла а. 

382. Дан остроугольный треугольник АВС, у которого 
КА = 45°. Высота СС, делит сторону AB на отрезки АС, = 
= т, ВС, == п. Вычислить: 1) tgB; 2) СН (Н — точка пере- 
сечения высот треугольника); 3) tgC; 4) АС; 5) BC. Найти 
зависимость между tgB u С. 

383. Высота СС, треугольника АВС расположена внутри 
треугольника и образует с его сторонами СА и СВ углы а 
и В. Вычислить отрезки АСь, BCy, AAy, CAj, если СС, = 1 
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(А, — основание высоты, опущенной из вершины А). Вы- 
вести формулу у 


tga-+t | 
ОЕ | 


8 29. Треугольник 


384. Используя соотношение равенства между отрезка- 
ми, записать условия того, что точка М является центром 
окружности, описанной около треугольника АВС. | 

385. Построить треугольник по двум углам и радиусу 
описанной окружности.^ 

386. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна | 
с. Определить расстояние между ортоцентром треугольника 


И 
Глава УИ. ВПИСАННЫЕ И ОПИСАННЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ | 
| 
| 


и центром описанной окружности. 

387. Один из острых углов прямоугольного треуголь- 
ника равен a. Определить углы, нод которыми виден каж- 
дый катег из центра описанной около него окружности. 

388. К какому типу принадлежит треугольник, если: 
1) центр описанной окружности расположен на одной из 
его сторон; 2) центр расположен вне треугольника? 

389. Назовите Tun треугольника, если расстояние от 
его ортоцентра до центра описанной окружности больше 
радиуса этой окружности. 

390. Во сколько раз радиус окружности, описанной 
около равностороннего треугольника, больше радиуса впи- 
санной в него окружности? 

391. Один из острых углов прямоугольного треуголь- 
ника равен 40°. Определить углы, под которыми видна каж- 
дая сторона треугольника из центра вписанной окружности. 

392. Дан треугольник АВС и центр О окружности, 
вписанной в треугольник. Доказать, что углы АОВ, ВОС, { 
COA тупые, 


8 30. Четырехугольник | 
| 


393. Сумма двух углов четырехугольника равна 180°. - 
К какому типу относится четырехугольник? | 
394. Доказать, что около любого прямоугольника мож- 1 
HO описать окружность. : 
395. Стороны прямоугольника равны а и 6. Определить | 
радиус описанной около прямоугольника окружности. - 
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396. Как одной линейкой вписать прямоугольник в 
окружность с заданным центром? 

397. Две противоположные стороны вписанного в окруж- - 
ность четырехугольника равны. Указать возможные виды 
таких четырехугольников. 

398. Некоторый четырехугольник пересечен окруж- 
ностью так, что на всех его сторонах получились равные 
хорды. Доказать, что в этот четырехугольник можно впи- 
сать окружность. 

399. Некоторый четырехугольник пересечен окруж- 
ностью так, что на всех его сторонах получились равные 
хорды. Доказать, что суммы противоположных сторон этого 
четырехугольника равны. 

400. Отрезок СР виден из точек А и В под равными 
углами. Можно ли утверждать, что точки А, В, С, D лежат 
на одной окружности? 

401. К какому типу относится четырехугольник, если 
у него: 1) только два прямых угла; 2) три прямых угла? 

402. Что можно сказать о равностороннем четырехуголь- 
нике, вписанном в окружность? 

403. Что можно сказать о четырехугольнике с равными 
сторонами, описанном около окружности? 

404. Около параллелограммов каких видов можно опи- 
сать окружность? 

405. В какие параллелограммы можно вписать окруж- 
HOCTb? 

406. Определить сторону квадрата, вписанного в полу- 
круг радиуса R, если две вершины квадрата лежат на диа- 
метре, а две другие — на полуокружности, ограничивающей 
полукруг. 

407. 1) Что можно сказать о трапеции, если она вписана 
в окружность? 

2) Какое соотношение существует между средней ли- 
нией трапеции и ее боковыми сторонами, если трапеция 
описана около окружности? 

408. В окружность вписан четырехугольник с равными 
диагоналями. Установить вид этого четырехугольника. 


§ 31. Правильные многоугольники 


409. Определить число сторон правильного п-угольника, 
если центральный угол, опирающийся на дугу, стягиваемую 
стороной правильного многоугольника, равен 183.86 h2.. 
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410. Какой наибольший центральный угол может быть 
У правильного многоугольника? 

411. Чему равен наименьший внутренний угол правиль- 
ного многоугольника? 

412. У какого правильного многоугольника централь- 
ный угол его равен внутреннему углу? 

413. Доказать, что в любом треугольнике сторона, ле- 
жащая против угла в 30°, равна радиусу окружности, опи- 
санной около этого треугольника, 

414. Из каких равных правильных многоугольников 
можно сложить паркет? 


415. Можно ли утверждать, что два правильных одно- 
именных многоугольника подобны? 


416. Доказать, что середины сторон правильного 
п-угольника являются вершинами другого правильного 
п-угольника. 


417. Можно ли утверждать, что выпуклый многоуголь- 
ник будет правильным, если он вписывается в окружность 
и его стороны равны между собой? 


418. Может ли вписанный в окружность многоугольник 
иметь равные стороны, но неравные углы? 


419. Можно ли утверждать, что выпуклый многоуголь- 
ник будет правильным, если он вписывается в окружность 
и его углы равны между собой? 


420*. Правильный треугольник повернут около своего 
центра на угол a (а < 120°). Доказать, что шесть сторон 
обоих треугольников образуют в пересечении равносторон- 
ний шестиугольник. 


421. Определить сторону квадрата, вписанного в равно- 
сторонний треугольник со стороной а, если две вершины 
квадрата лежат на одной его стороне, а две другие — на 
остальных сторонах треугольника. 

422. Доказать, что диагонали правильного нятиуголь- 
ника параллельны его соответствующим сторонам. 


423. Пятиугольник имеет две оси симметрии. Доказать, 
что он правильный. 

424*. п-угольник с нечетным числом сторон имеет две 
оси симметрии, проходящие через середины двух смежных 
сторон. Доказать, что он правильный. Убедиться, что если 
п-угольник имеет четное число сторон, то указанное выше 
утверждение несправедливо. 
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425*. Около окружности радиуса г описан правильный 
двенадцатиугольник А:А»...А1». Доказать, что А, А, + 
+ А.А. = 2г. 

426. Построить различными способами отрезки а V2, 
а УЗ, a V5. 

427. Построить с помощью транспортира правильный 
девятиугольник. 

428. В равносторонний треугольник вписана окружность 
радиуса г. Определить площадь треугольника. 

429. Доказать, что сумма квадратов расстояний любой 
точки окружности, описанной около правильного шести- 
угольника, до его вершин есть величина постоянная. 

430*. В окружность радиуса R вписан правильный 
двенадцатиугольник А,Д....А1». Вычислить: 1) площадь 
треугольника А.А,А., 2) площадь четырехугольника 
Д.А,А.Аа, 3) площадь пятиугольника A,A,A,A,As. 


Глава UX. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
§ 32. Параллельный перенос 


431. При каком условии могут быть совмещены парал- 
лельным переносом два отрезка, две прямые, два луча, 
две окружности? 

432.`При параллельном переносе точка А переходит 
в точку A’. Построить окружность, в которую данный па- 
раллельный перенос преобразует данную окружность. 

433. Даны две пары параллельных прямых: a || a’, 
Ь|Ь'. Всегда ли существует параллельный перенос, пере- 
водящий прямую а ва’, а прямую 6 в 6”? 

434. Острый угол равнобедренной трапеции равен 60°. 
Доказать, что менышее основание трапеции равно разности 
болынего основания и боковой стороны. 

435. Доказать, что углы при основании равнобедренной 
трапеции равны. 

436. Основания трапеции равны а и 6, а боковые сто- 
роны при продолжении образуют прямой угол. Определить 
отрезок, соединяющий середины оснований транеции. 

437. Доказать, что если отрезок, соединяющий середины 
оснований трапеции, образует с ее боковыми сторонами 
(при продолжении) равные углы, то трапеция равнобочная. 

438. Доказать, что треугольники равны, если медиана 
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и две стороны, исходящие из одной вершины, одного из 
них равны сходственным элементам другого. 

439. Доказать, что трапеции равны, если четыре сторо- 
ны одной из них соответственно равны сходственным эле- 
ментам другой. 

440. Доказать, что две трапеции равны, если основания 
и диагонали одной из них соответственно равны сходствен- 
ным элементам второй. 

441. Доказать, что трапеции равны, если основание, 
диагонали и угол, заключенный между диагоналями, одной 
трапеции соответственно равны сходственным элементам 
другой трапеции. 

442. Две равные окружности касаются внешним обра- 
зом в точке К. Секущая, параллельная линии центров O,0,, 
встречает эти окружности последовательно в точках АиВ, 
Сир. Доказать, что угол АКС не зависит от выбора 
секущей. 

443*. Две равные окружности пересекаются в точках 
А и В. Секущая, параллельная их линии центров O,0,, 
встречает первую окружность в точках М и М, а вторую — 
в точках К и Ё. Доказать, что величина угла NBL или угла, 
смежного с ним, не зависит от выбора секущей. 

444. Даны две пересекающиеся окружности равных 
радиусов. Секущая, параллельная линии центров, встре- 
чает первую окружность в точках A и В, а вторую — в TOU- 
ках Сир. Определить отрезок АС, если расстояние между 
центрами равно #1. 

445. Две окружности равных радиусов касаются внеш- 
ним образом в точке К; в одной из них проведена хорда КА, 
а в другой — хорда КВ, перпендикулярная первой. Опре- 
делить отрезок АВ, если радиусы окружностей равны г. 

446. На стороне АВ прямоугольника ABCD построен 
треугольник ABS. Доказать, что перпендикуляры, опу- 
щенные из точки Д на BS и из точки С на AS, пересекаются 
на высоте SS, треугольника ABS или ее продолжении. 


8 33. Осевая симметрия 


447. Какая взаимосвязь существует между параллель- 
ным переносом и осевой симметрией? 

448. Даны две прямые. Сколько существует осей симмет- 
рии, относительно которых точки одной прямой симметрич- 
ны точкам второй прямой? 
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449. Доказать, что если треугольник имеет две оси 
симметрии, то он имеет и третью ось симметрии. 

450. Сколько осей симметрии имеет правильный 
п-Уугольник? 


451. Из точки P, расположенной на оси симметрии, вы- 
ходят два луча РА и РА’, проходящие через симметричные 
точки Ди A’. Доказать, что эти лучи образуют с осью сим- 
метрии равные углы. 

452. Доказать, что две прямые, проходящие соответст- 
венно через точки А и А”, симметричные относительно не- 
которой оси, и образующие с отрезком AA’ равные внут- 
ренние односторонние углы, симметричны относительно 
той же оси. 


453. Доказать, что симметричные отрезки (или их про- 
должения), не параллельные оси симметрии, пересекаются 
на оси симметрии и образуют с ней равные углы. 

454. Построен треугольник А’ВС’, симметричный дан- 
ному треугольнику АВС относительно биссектрисы BL 
угла В. Доказать, что: 1) стороны АСи A’C’ этих треуголь- 
ников пересекутся на биссектрисе угла В; 2) отрезки AA’ 
и СС’ параллельны; 3) отрезок АС’ равен разности сторон 
АВ и ВС треугольника. 

455. Окружность с центром на биссектрисе угла $ 
встречает одну сторону угла в точках А и В, а другую — 
в точках Си В. Доказать, что хорды АВ и CD равны. 

456. Постройть прямую, по которой следует направить 
луч света из данной точки А, чтобы он, отразившись от 
данного плоского зеркала, прошел через данную точку В. 

457. В четырехугольниках ABCD и A,B,C,D, сходст- 
венные стороны равны, а диагонали АСи А.С, являются 
биссектрисами углов А и А,. Доказать, что четырехуголь- 
ники равны, если АВ == AD. 


458. Доказать, что если одна из диагоналей четырех- 
угольника является биссектрисой одного из его углов и 
делит пополам его периметр, то она рассекает четырех- 
угольник на два равных треугольника. 

459. Средние линии некоторого четырехугольника яв- 
ляются его осями симметрии. Доказать, что четырехуголь- 
ник — прямоугольник. 

460. В некотором параллелограмме одна средняя линия 
является его осью симметрии. Доказать, что параллело- 
грамм есть прямоугольник. 
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461. Доказать, что если диагонали четырехугольника 
являются его осями симметрии, то четырехугольник — 
ромб. 

462. Доказать, что если одна диагональ и одна средняя 
линия четырехугольника являются его осями симметрии, 
то четырехугольник — квадрат. 

463. Доказать, что прямая, соединяющая середины осно- 
ваний равнобедренной трапеции, является ее осью симмет- 
рии. 

464. Четырехугольник имеет только одну ось симметрии. 
Установить тип этого четырехугольника. 

465. Доказать, что окружность симметрична относитель- 
но любого своего диаметра. 

466. Точки A и В расположены внутри окружности и 
одинаково удалены от ее центра. Доказать, что концы хор- 
ды, проходящей через точки А и В, одинаково удалены от 
А и В. 

467. Доказать, что прямая, соединяющая середины двух 
параллельных хорд одной окружности, проходит через ее 
центр. 

468. Из середины хорды по одну сторону от нее и под 
равными углами к ней выходят два луча. Доказать, что 
отрезки этих лучей, заключенные внутри окружности, 
равны. 

469. Доказать, что прямые, соединяющие середины про- 
тивоположных сторон равнобедренной трапеции, перпен- 
дикулярны. 

470. Доказать, что точки пересечения двух окружностей 
симметричны относительно их линии центров. 

471. Доказать, что если две концентрические окруж- 
ности пересечены прямой, то отрезки этой прямой, заклю- 
ченные между окружностями, равны. 

472. Две концентрические окружности пересечены 
третьей окружностью. Доказать, что получившиеся при 
этом четыре точки пересечения являются вершинами рав- 
нобедренной трапеции (непараллельные стороны которой 
пересекаются на линии центров} или, в частности, верши- 
нами прямоугольника или квадрата. 

473. Даны две концентрические окружности. Через две 
точки, лежащие на этих окружностях и на одной прямой 
с центром, проведена произвольная окружность. Доказать, 
что две другие ее точки пересечения с данными окружно- 
стями лежат с центром также на одной прямой. 
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474. Даны две концентрические окружности. В каждой 
из них проведено по хорде, причем хорды параллельны и 
равны. Доказать, что концы хорд являются вершинами 
прямоугольника. 

475. Окружность, концентрическая с вписанной в тре- 
угольник окружностью, пересекает стороны треугольника 
соответственно в парах точек А и В, Сир, E uF. Дока- 
зать, что хорды AB, CD и EF равны. 

476. Из точки М проведены к прямой Mm три наклонные 
МА, МВ, МС. Доказать, что окружности, построенные 
на. отрезках МА, МВ, МС как на диаметрах, имеют еще 
одну общую точку. 

477. В окружности, центр которой не указан, проведены 
две параллельные, но не равные между собой, хорды. Поль- 
зуясь одной линейкой, разделить эти хорды пополам. 

478*. Три прямые проходят через одну точку и образуют 
попарно равные углы. Точка P, не принадлежащая этим 
прямым, отражается" относительно первой прямой в точку 
P,, точка P, отражается относительно второй в Р», a Ps, 
отражается относительно третьей прямой в точку Р.. До- 
казать, что PP,P,P, — равнобочная трапеция и опреде- 
лить ее углы. 

479. Точка М отражается от одной из двух перпенди- 
кулярных прямых в точку M,, а точка М, отражается от 
другой прямой в точку М». Доказать, что точка M, симмет- 
рична М относительно точки пересечения прямых. 

480*. Вершина С треугольника АВС отражена от биссек- 
трисы углов А и В вточкн С; и С.. Доказать, что середина 
отрезка C,C, есть точка касания вписанной в треугольник 
окружности со стороной АВ. 


8 34. Центральная симметрия 


481. При каком расположении трех различных прямых 
образованная ими фигура имеет бесконечное множество 
центров симметрии? 

482. Доказать, что две пересекающиеся прямые, про- 
ходящие через две симметричные относительно центра 
точки, не симметричны относительно того же центра сим- 
метрии. 





1 Отражение от прямой а (точки A) означает осевую (централь- 
ную) симметрию с осью @ (с центром А). 
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483. Доказать, что две прямые, проходящие через 
центр симметрии, отсекают от двух симметричных относи- 
тельно этого центра прямых равные отрезки. 

484. Доказать, что если по отношению к двум прямым 
имеется точка, через которую можно провести по крайней 
мере две секущие, встречающие данные прямые в точках, 
симметрично расположенных относительно данной точки, 
то данные прямые параллельны. 

485. Произвольная точка М отражается относительно 
данной точки А в точку M,, а точка М, отражается отно- 
сительно другой данной точки В в точку М.. Доказать, 
что отрезок MM, имеет постоянную дливу и постоянное 
направление. 

486. Точка М последовательно отражается относитель- 
но трех точек А, В, С. Доказать, что полученная точка М. 
и данная точка определяют отрезок ММ., середина, кото- 
рого M, не зависит от выбора точки` М. Охарактеризовать 
положение точки М. относительно точек A, В и С. 

487. Точка М отражается последовательно от вершин 
параллелограмма в точки M,, M,, М., Ма. Доказать, что 
точка М. совпадает с точкой М. 

488. Доказать, что если многоугольник обладает цен- 
тральной симметрией, то он имеет четное число сторон. 

489. Доказать, что любая секущая, проходящая через 
точку пересечения диагоналей параллелограмма и отличная 
от них, рассекает его на два равных четырекугольника. 

490. Из точки пересечения диагоналей параллелограм- 
ма опущены перпендикуляры на все его стороны. До- 
казать, что четырехугольник, верзпины которого совпадают 
с основаниями этих перпендикуляров, является параллело- 
граммом и что оба параллелограмма имеют общий центр 
симметрии. 

491. На противоположных сторонах АВ и CD паралле- 
лограмма ABCD отложены от вершин А и С равные отрез- 
ки АМ и СМ. Доказать, что точки М, М и точка О пересече- 
ния диагоналей лежат на одной прямой. 

492. На продолжениях сторон АВ, BC, CD, DA na- 
раллелограмма ABCD отложены отрезки ВМ == АВ, СМ = 
= BC, DK = CD, AL = DA. Доказать, что четырехуголь- 
ник MNKL — параллелограмм. 

493. Доказать, что шестиугольник с параллельными и 
равными противоположными сторонами имеет центр сим- 
метрии. 
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494. Угол В четырехугольника ABCD равен углу р, 
а диагональ АС делится другой диагональю пополам. 
Доказать, что четырехугольник ABCD — параллелограмм. 

495*. Только одна из диагоналей четырехугольника де- 
лится другой диагональю пополам. Доказать, что TOT OT- 
резок второй диагонали больше, который выходит из вер- 
шины меныпего угла. 

496. Медианы AA,;, BB, и СС, треугольника АВС пере- 
секаются в точке М. Отрезки АМ, ВМи СМ делятся точ- 
ками P, Qu КЕ пополам. Доказать, что треугольники 
A,B,C, и РОК равны. 

497. На каждой медиане треугольника построена точка, 
делящая ее в отношении 1:2, считая от вершины. Доказать, 
что прямые, проведенные через эти точки параллельно CO- 
ответствующим сторонам треугольника, образуют Tpe- 
угольник, равный данному. 

498. Постройте шестиугольник, имеющий центр сим- 
метрии. 

499. Всякий ли правильный п-угольник имеет центр 
симметрии? ‘ 

500. Ha какой угол надо повернуть одну из двух рав- 
ных и касающихся окружностей около точки их касания, 
чтобы она совпала с другой окружностью? 

501. Через концы А и В диаметра АВ окружности О 
проведены касательные, на каждой из которых отложены 
по разные стороны от прямой АВ равные отрезки АМ и 
ВМ. Доказать, что точки М, ОиМ лежат на одной прямой. 

502. Даны две концентрические окружности с общим 
центром в точке 0. A и А, — диаметрально противополож- 
ные точки внутренней окружности, точки Ви В, — диа- 
метрально противоположные точки. Доказать, что пря- 
мые АВ и A,B, параллельны или совпадают. 

503. Две окружности равных радиусов касаются внеш 
ним образом в точке К; в одной из них проведена хорда КА, 
а в другой — хорда КВ, перпендикулярная первой. Дока- 
зать, что отрезок АВ параллелен линии центров. 

504. Две окружности равных радиусов касаются внейг 
ним образом в точке К, через которую проведены две се- 
кущие АКВ и СКО, встречающие одну окружность в точ- 
ках Au С, а другую — в точках В и р. Доказать, что пря- 
мые АС и BD параллельны. 

505. Точка A принадлежит прямой a. Произвольная 
точка Р отражается от точки А в точку P,, а точка P, от- 
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ражается затем от прямой а в точку Р». Доказать, что поло- 
жение точки P, не зависит от порядка произведенных отра- 
жений. Сформулировать и доказать справедливость обрат- 
ной теоремы. 

506. Точка А последовательно отражается от четырех 
данных точек в точку Ay. Доказать, что вектор AA, равен 
постоянному вектору при любом выборе точки А. 

507. Точка А отражается последовательно от пяти дан- 
ных точек. Доказать, что середина отрезка AA,, где Ay 
соответствует А после указанных отражений, не зависит 
от выбора точки А. 

508*. Доказать, что если фигура имеет два центра сим- 
метрии А и В, то прямая АВ является для этой фигуры 
осью симметрии. - 

509. Какая взаимосвязь существует между осевой CHM- 
метрией и центральной симметрией? 


8 35. Вращение вокруг точки 


510. Даны две точки А и В. Построить точку М так, 
чтобы поворотом около нее на 90° (a) можно было совме- 
стить точку А с точкой В. 

511. Привести примеры фигур, которые совмещаются 
сами с собой поворотом около некоторой точки на угол 
45°, 60°, 120°. 

512. На какой наименыпий угол следует повернуть 
правильный п-угольник, чтобы он совместился сам с собой? 

513. Две равные окружности с центрами О, и О, пере- 
секаются в точках A и В. На какой угол следует повернуть 
около точки А (или В) одну окружность, чтобы она совме- 
стилась с другой? 

514. 1) Даны две пересекающиеся прямые. На третьей 
прямой, не проходящей через их точку пересечения, най- 
ти такую точку, вращая около которой одну из данных 
прямых можно совместить ее со второй. 

2) Даны два равных отрезка. Построить точку, вращая 
около которой один отрезок можно совместить его со вто- 
рым. 

3) Даны два равных квадрата. Построить точку, вращая 
около которой один квадрат можно совместить его с 
другим. 

515. Какая существует взаимосвязь между вращением 
вокруг точки и осевой симметрией? 
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516*. Три прямые а, b, с пересекаются в одной точке. 
Точка М отражается последовательно относительно этих 
прямых. Полученная точка М. в свою очередь повторно 
отражается последовательно от тех же прямых и в том же 
порядке. Доказать, что вновь полученная точка Мь со- 
впадает с исходной точкой М. Установить справедливость 
этой теоремы для n (п =2 2) прямых, пересекающихся в од- 
ной точке. 

517. Через центр О квадрата проведены две взаимно 
перпендикулярные секущие. Доказать, что отрезки секу- 
щих, заключенные внутри квадрата, равны. 

518. Вершины А, В, С, D квадрата ABCD соединены 
с серединами М, №, К, L сторон BC, CD, РА и АВ. Дока- 
зать, что четырехугольник, образованный пересечением от- 
резков AM, BN, СК и DL, есть квадрат. 

519*. Стороны АВ и ВС треугольника АВС после их 
поворота вокруг вершины В на 90° (одну сторону поворачи- 
ваем по часовой стрелке, а другую против) определяют но- 
вый треугольник A,BC,. Доказать, что медиана ВМ тре- 
угольника АВС перпендикулярна к стороне А, С, треуголь- 
ника A,BC, и медиана BM, треугольника A,BC, перпен- 
дикулярна к стороне ВС. Рассмотреть два направления 
поворота. 

520. Дан равносторонний треугольник АВС. На сто- 
ронах СА и СВ отложены отрезки СМ и СМ, сумма кото- 
рых равна АВ. Доказать, что концы этих отрезков одина- 
ково удалены от центра треугольника (от точки пересе- 
чения его осей симметрии), и найти угол, под которым 
виден из этого центра отрезок, соединяющий эти точки. 

521. Через центр О равностороннего треугольника 
АВС проведены две секущие, образующие между собой 
угол, равный 60°. Доказать, что отрезки секущих, заклю- 
ченные внутри треугольника, равны. 

522*. На прямой g взяты последовательно точки А, Ви 
С. На отрезках АВ и ВС построены по одну сторону от & 
равносторонние треугольники АМВ и BNC. Доказать, что 
точка В, середина отрезка АМ и середина отрезка МС 
являются вершинами равностороннего треугольника. Об- 
общить теорему для произвольно расположенных точек 
А, ВиС 

523. На каждой из двух концентрических окружностей 

‚взяты по две точки А и В, A, и B,, причем Tak, что углы 
АОВ и A,OB, равны и одинаково направлены. Доказать, 
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что отрезки AA, и BB, равны и образуют угол, равный 
углу АОВ. 

524. Отрезки двух секущих, заключенные между па- 
рами противоположных сторон квадрата, перпендикуляр- 
ны. Доказать, что эти отрезки равны. 

525. Вписать в окружность два треугольника с соот- 
ветственно перпендикулярными сторонами. 


8 36. Гомотетия. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ И СВОЙСТВА ГОМОТЕТИИ 


526. Как расположены гомотетичные точки по отноше- 
нию к центру гомотетии при положительной и отрицатель- 
ной гомотетии? 

527. Произвести преобразование гомотетии данного тре- 
угольника АВС, если заданы центр гомотетии О и коэффи- 
циент гомотетии А == 2. Рассмотреть два случая, когда 
центр гомотетии О лежит внутри треугольника и вне его. 

528. Произвести преобразование гомотетии данного тре- 
угольника с центром гомотетии в одной из его вершин и 


4 2 
с коэффициентом, равным —, —. Сравнить результаты 
3 


3 
при k>1, < il. 

529. Найти фигуру, гомотетичную данному четырех- 
угольнику при k == —2, принявза центр гомотетии точку 
пересечения его диагоналей. 

530*. Сколькими и какими данными может быть опреде- 
лена гомотетия? 

531. Гомотетия задана ее центром $ и коэффициентом Ё. 
Преобразовать: 

1) данный параллелограмм, если $ совпадает с центром 
параллелограмма и А = —1; 2; 

2) данный треугольник, если $ лежит на одной из его 
сторон и k = +3; бы, 
3) пятиугольник, если $ лежит внутри егои Ё = = cele 

532. 1) Дана фигура, состоящая из четырех точек. По- 
строить фигуру, ей подобную, с коэффициентом подобия, 


равным —-. 

2) На прямой дана фигура, состоящая из трех точек. 
Построить фигуру, подобную данной и расположенную на 
той же прямой. 
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533. Даны две пары гомотетичных точек Аи A’, Ви 
В’. Что можно сказать о взаимном расположении этих че- 
тырех точек? Где расположен центр гомотетии? 

534. Сколько центров гомотетии имеют: 1) две точки; 
2) две прямые; 3) два угла с соответственно параллельны- 
ми и одинаково направленными сторонами? 

535. Сколько центров гомотетии имеют два отрезка? 
Могут ли два отрезка иметь только один центр гомотетии? 

536. Найти фигуру, гомотетичную углу, приняв его 
вершину за центр гомотетии. Рассмотреть случай, когда 
коэффициент гомотетии положителен, и случай, когда козф- 
фициент гомотетии отрицателен. 

537. Общая вершина смежных углов принята за центр 
гомотетии. Преобразовать фигуру, образованную этими 
углами, при k > Ou Ё < 0. Аналогично выполнить преоб- 
разование вертикальных углов. 

538. Дана фигура, состоящая из прямой и окружности. 
Построить фигуру, ей гомотетичную, с коэффициентом 
гомотетии 92. 

539. Прямая, параллельная основанию АВ треуголь- 
ника АВС, отсекает от последнего треугольник A,B,C. 
Доказать, что медиана CD треугольника АВС делит сто- 
pony A,B, пополам. 

540. Из точки S к прямой т проведен ряд наклонных, 
причем каждая из них разделена в одном и том же отноше- 
нии. Доказать, что точки деления лежат на одной прямой. 

541. На прямой даны точки А, В, Сир. Отрезки БА, 
DB и DC разделены соответственно точками М, Ми К по- 
полам. Доказать, что ММ : МК = АВ : ВС. 

542. Середины сторон треугольника являются вер- 
шинами нового треугольника. Доказать, что эти тре- 
- угольники гомотетичны. Определить центр и коэффициент 
гомотетии. 

543. Используя преобразование гомотетии, доказать, что 
отрезок, соединяющий середины оснований трапеции, про- 
ходит через точку пересечения ее диагоналей и точку пере- 
‘сечения продолжений ее боковых сторон. 

544. Можно ли расположить два квадрата так, чтобы 
они были гомотетичными относительно двух центров? 

545. Могут ли равновеликие треугольники (многоуголь- 
ники) быть гомотетичными? 

546*. Верно ли утверждение: «Два треугольника, го- 
мотетичные третьему, гомотетичны между собой»? 
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ГОМОТЕТИЯ ОКРУЖНОСТИ 1 


547. Сколько центров гомотетии имеют две неравные 
окружности? Могут ли две окружности не иметь центра 
гомотетии? : 

548. В каком случае две окружности имеют только один 
центр гомотетии? 

549. Как найти центры гомотетии двух неравных окруж- 
ностей произвольного расположения? 

550. Чему равно произведение пар коэффициентов го- 
мотетии двух неравных неконцентрических окружностей? 

551. Гомотетия задана своим центром $ и коэффициен- 
том Е. Преобразовать: 1) данную окружность, если $ лежит 


вне окружности и А = + -5; 


2) круговой сектор АОВ, если S лежит в точке О и 
k= = 

3) данную окружность, если $ лежит на окружности 
ий = +2. 

552. Средние линии данного треугольника образуют 
другой треугольник, около которого описана окружность. 
Доказать, что радиус этой окружности вдвое меньше радиу- 
са окружности, описанной около данного треугольника. 

553. Прямая, параллельная стороне АВ треугольника 
АВС, отсекает от него треугольник МСМ. Доказать, что 
окружности, описанные около треугольников АВС и МСМ, 
касаются. 

554. Две окружности касаются. Используя гомотетию, 
доказать, что если через точку касания провести две секу- 
щие, встречающие вторично первую окружность в точках А 
и В, а вторую — в точках С и D, то хорды АВ и CD па- 
раллельны. Рассмотреть два случая, соответствующие внут- 
реннему и внешнему касанию. 

555. Через точку касания двух окружностей проведена 
произвольная секущая, встречающая вторично данные 
окружности в точках, в каждой из которых к соответствую- 
щей окружности проведена касательная. Доказать, что эти 
касательные параллельны. 

556. Две окружности касаются внутренним образом. 
В произвольной точке внутренней окружности проведена 


1 Решение задач этого раздела требует дополнительного знаком- 
ства лишь с тем, что окружность при гомотетии переходит в окружность 
и отношение радиусов окружностей равно коэффициенту гомотетии. 
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к ней касательная, отрезок которой, заключенный внутри 
внешней окружности, делится этой точкой на два отрезка. 
Доказать, что оба эти отрезка видны из точки касания 
окружностей под равными углами. 

557. Даны две пары окружностей: О; и O,, Оз и Oy. 
Первые две окружности, а также вторые две окружности 
касаются внешним образом, причем все четыре окружности 
касаются сторон некоторого угла. Доказать, что отношение 
радиусов первой пары окружностей равно отношению ра- 
диусов другой пары окружностей. 

558. Сторона AD шарнирного параллелограмма ABCD 
закреплена неподвижно. Найти геометрическое место точек 
М пересечения диагоналей параллелограмма, когда сторо- 
на АВ делает полный оборот около точки А. 

559*. Доказать, что окружность, проходящая через 
основания высот треугольника, делит отрезки высот, при- 
лежащие к вершинам, пополам. 


СВЯЗЬ ГОМОТЕТИИ С ДРУГИМИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯМИ 


560. Какое известное преобразование представляет со- 
бой гомотетия, когда Ё == -— 1? 

561. При каком условии два подобных треугольника 
не являются гомотетичными? Могут ли два гомотетичных 
треугольника не быть подобными? 

562. Даны два подобных треугольника, две стороны 
одного из них параллельны двум сторонам другого. Выяс- 
нить, будут ли треугольники гомотетичными. 

563. Назовите фигуры, которые при гомотетии пере- 
ходят в себя. 

564. В гомотетии с центром $, и коэффициентом R, от- 
резок АВ преобразуется в отрезок A,B,, в гомотетии с цен- 
тром $, и коэффициентом А, отрезок A,B, преобразуется 
в отрезок A,B., равный АВ. Доказать, что отрезок A,B, 
может быть получен из АВ параллельным переносом или 
центральной симметрией и что А, - ky = + 1. 

565. Доказать, что отрицательную гомотетию можно 
заменить положительной гомотетией с последующим отра- 
жением от центра гомотетии. 

566. Точка А принадлежит прямой а. Произвольная 
точка Р отражена относительно прямой а и полученная 
точка P, переходит в преобразовании гомотетии с цент- 
ром А в точку P,. Доказать, что положение точки Р. не 
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зависит от последовательности выполненных преобразо- 
ваний. 

567. Даны два треугольника с соответственно парал- 
лельными сторонами. Доказать, что эти треугольники либо 
гомотетичны (в частности, центрально симметричны), либо 
могут быть совмещены параллельным переносом. Выяснить, 
при каком условии имеет место каждое из этих геометри- 
ческих преобразований. 

568. Даны два четырехугольника с соответственно па- 
раллельными сторонами и диагоналями. Доказать, что эти 
четырехугольники либо гомотетичны (в частности, централь- 
но симметричны), либо могут быть совмещены параллель- 
ным переносом. Выяснить, при каком условии имеет место 
каждое из этих геометрических преобразований. 

569*. Доказать, что: 1) две параболы, вершины и оси 
которых совпадают, гомотетичны; 2) любые две параболы 
подобны. 


§ 37. Векторы. Сложение, вычитание, 
. умножение на число 


570. Изобразить вектор а. Построить векторы — 
— 5 — - — АЕ 
of &, V2 a bee 
571. Доказать, что сумма векторов AB, АС, СВ ne за- 
висит от положения точки С. 


572. Могут ли векторы АВ и ВА быть равны между 
собой? 


573. Даны два вектора а и 6. Построить векторы a -+ 96, 


2a + 3b,4-a+ 6, +H. 

574. Даны три вектора а, Би с. Построить векторы 
а 26-5 аб 32, ра 24. 

576. Даны векторы a и 6. Построить векторы а — J, 
a+b, —a—b, a—26, a+b. 

576. Даны векторы а, фи с. Построить векторы a — b+ 
ee oc ЕЕ 

577. Точка М является серединой отрезка АВ. Дока- 
зать, что 20M = ОА + ОВ (О — любая точка плоскости). 
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578. Дан треугольник АВС и точка С пересечения его 
медиан. Доказать, что ЗСС = CA + CB. 

579. Диагонали параллелограмма ABCD пересекаются 
в точке О. Доказать, что для любой точки М имеет место 


равенство МА +- МС = МВ + MD. 
580. На отрезке АВ даны последовательно точки Си 
р, разделяющие его на три равные части. Выразить: 1) век- 


тор AD р через ВС; 2) вектор АС через АВ; 3) вектор АВ 
через BD. 

581. Даны точки Ou An я вектор а. Построить точку М 
такую, чтобы: 1) OM = = ОА + 2a; 2) ОМ =0A —a: 
3) OM = OA + a 

582. Точки м’ и N являются серединами сторон АСи 
ВС треугольника АВС. Доказать, что ММ = = (CB — CA). 

583. Точки М и М являются серединами боковых сто- 
рон ВС и DA трапеции ABCD. Доказать, что 

MN = (BA —DO). 

584. Даны три точки у Ви С, не принадлежащие одной 

прямой. Построить точку М такую, чтобы 
CM-=CA + 2 (CB — CA): 

585. Отрезок AB разделен последовательно точками С 
и D на три равные части. Выразить: 1) векторы OC u OD 
через векторы ОА и ОВ; 2) векторы ОА и ОС через векторы 


OB u OD (О — произвольная точка плоскости). 
586. В параллелограмме ABCD точки М и М являются 
. серединами сторон ВС и CD. Выразить вектор ММ через 
векторы АВи AD. 

587. Точки М и М являются серединами` сторон СА и 
CB В треугольника АВС. . Выразить вектор ММ через: 1) АВ 
и АС; 2) ВСи ВА; 3) СА и СВ. 

588. Разложить вектор СС, соединяющий вершину С 
и точку пересечения медиан С J треугольника АВС, по 
векторам: 1) АВ и АС; 2) ВСи ВА; 3) СА и CB. 

589. Разложить вектор СС, соединяющий вершину С 
с серединой противоположной стороны треугольника АВС, 
по векторам: 1) АВ и AC; 2) ВСи BA; 3) СА и СВ. 
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590. В окружность вписан правильный шестиугольник 
ABCDEF. Разложить векторы AC, AD, AE по векторам: 
1) ОРи ОВ; 2) OA и ОВ; 3) AB u AF. 

591. Написать условие Toro, что векторы а и 6: 1) кол- 
линеарны; 2) сонаправлены; 3) противоположны. 

592. Записать условие того, что точки A, В, С принадле- 
жат одной прямой. 

593. Записать условие того, что точки А, В, С, О при- 
надлежат одной прямой. 

594. Записать условие того, что четырехугольник 
ABCD: 1) параллелограмм; 2) трапеция. 

595. Доказать, что прямая, проходящая через середину 
оснований трапеции, проходит через точку пересечения ее 
диагоналей. 

596*. В окружность вписан правильный пятиуголь- 
ник ABCDE. Доказать, что OA -+- ОВ 4+ OC + OD + 
+. ОЕ = 0, где О — центр окружности. 

597. Записать условие того, что точка С лежит между 
АиВ. 

598*. Дан треугольник АВС. Записать условие того, 
что точка М лежит внутри треугольника. 

599. Даны четыре вектора OA, OB, OC, OD. Записать 
условие того, что точка О есть точка пересечения диагона- 
лей АСи BD выпуклого четырехугольника ABCD. 


8 38. Геометрические места точек 


600. Может ли быть геометрическим местом точек одна 
точка, несколько линий, целая область? Приведите при- 
меры. 

601. Найти геометрическое место точек, расположенных 
внутри треугольника и равноудаленных от всех его сторон. 

602. Можно ли утверждать, что геометрическое место 
точек, равноудаленных от данной прямой, представляет 
собой прямую, параллельную данной? 

603. Что является геометрическим местом точек, из 
которых данный отрезок виден под данным углом? 

604. Можно ли. утверждать, что ось симметрии двух 
точек — это геометрическое место точек, равноудаленных 
от этих данных точек? 

605. Что является геометрическим местом вершин рав- 
нобедренных треугольников, имеющих общее основание? 
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606. Указать геометрическое место точек, равноуда- 
ленных от двух данных прямых. 

607. Охарактеризовать множество точек, равноуда- 
ленных: 

1) от двух смежных сторон квадрата; 

2) от двух противоположных сторон квадрата; 

3) от всех четырех сторон квадрата; 

4) от двух смежных вершин квадрата; 

5) от двух противоположных вершин квадрата; 

6) от всех четырех вершин квадрата. 

608. Охарактеризовать множество точек, удаленных от 
точки А на расстояние т, а от точки В — на расстояние п. 

609. Сколько существует точек, отстоящих от данной 
точки A на расстояние т и от данной прямой а на расстоя- 
ние п? 

610. Сколько существует точек, равноудаленных от 
трех прямых, из которых две параллельны, а третья их 
пересекает? 

611. Что будет являться геометрическим местом точек, 
равноудаленных от трех точек, не лежащих на одной 
прямой? 

612. Определить геометрическое место середин парал- 
лельных отрезков с концами на сторонах некоторого угла. 

613. Найти геометрическое место точек, которые могут 
служить центрами вращения для совмещения одной из 
двух пересекающихся прямых с другой. 

614. Даны две равные окружности О, и Oz. Найти гео- 
метрическое место точек, которые могут служить центрами 
вращений, переводящих одну окружность в другую. 

615*. Найти геометрическое место точек пересечения 
пар равных хорд, проходящих через данные точки А и В, 
расположенные на окружности. 

616*. Прямые т и п симметричны относительно точки О, 
из которой под прямым углом исходят два луча, встречаю- 
щие данные прямые в точках М и №. Найти геометрическое 
место оснований перпендикуляров, опущенных из точки О 
на прямую ММ, если стороны прямого угла вращаются 
вокруг точки О. 

617*. Вершины треугольников, имеющих общее основа- 
ние, расположены на некоторой прямой. Найти геометри- 
ческое место центроидов этих треугольников. 

618. На сторонах угла С взяты соответственно точки 
А иВ, в которых восставлены перпендикуляры, пересе- 
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кающиеся в точке М. Найти геометрическое место точек М 
при условии, что перпендикуляры к сторонам угла восстав- 
лены в точках, являющихся концами отрезков, параллель- 
ных АВ. 
Глава Х. МЕТРИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ 
ЭЛЕМЕНТАМИ ТРЕУГОЛЬНИКА 


8 39. Скаляриое произведение векторов 


619. Доказать, что (ab)? <a? $". к м 

620. Охарактеризовать угол между векторами а и В, 
если: Ла -б> 0; 2)а-6 < 0; За: 6 = —|а| - [6]. 

621. Записать условие того, что треугольник АВС 
остроугольный. 

622. Вычислить скалярные произведения векторов р 


3) p=a—b+c, g=a+tb—c при (6, 0) = 90°. 
623. Вычислить скалярные произведения двух векторов 
аи b, если: 
Vas 


1) aj =3, {6|=5, G@, 6) = 45 
fre 
2 


2) }a| = 4, |6|=2, (@, 5) = 60°; 
Ds 


3) jal = 2, |6/=2, @, H=0,; 
= ыы м 
4) а] = 1, 16| =, @, 6) = 150°, 


> a ew 
5) [a] = 5, 16| = 3) (@, 6) = 90°. 
624. Пользуясь векторной символикой, записать усло- 
вие того, что четырехугольник ABCD: 1) ромб; 2) квадрат; 


3) прямоугольник. 
625. Доказать, что‘диагонали ромба взаимно перпенди- 


кулярны. 
626. Доказать, что параллелограмм с равными диаго- 
налями есть прямоугольник. 
627. Доказать, что параллелограмм с перпендикуляр- 
ными диагоналями есть ромб. \ 
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628. Доказать, что ромб с равными диагоналями есть 
квадрат. 

629. Выразить длину каждой медианы треугольника 
через длины его сторон. 

630. Построить два вектора OA и ОВ, чтобы ОД? = 
== ОД . ОВ. 

631. Доказать, что если векторы а и 6 удовлетворяют 
условию (а — 6) (b- а а-6) =0, то эти векторы либо 
коллинеарны, либо равны по модулю. 

632. Доказать, что сумма квадратов диагоналей парал- 
лелограмма равна сумме квадратов всех его сторон. 

633. Записать условие того, что точка М лежит на 
окружности радиуса R с центром в точке О. 

634. Записать условие того, что точка М является цен- 
тром окружности, описанной около треугольника АВС. 

635. Записать условие того, что точка Р лежит на каса- 
тельной к окружности в точке A, если центр М окружно- 
сти принять за начало радиус-векторов. 

636. Записать условие того, что точка М лежит на 
окружности с диаметром АВ. 

637. Записать условие того, что треугольник АВС рав- 
носторонний. 

638. Записать условие того, что точка. М лежит на вы- 
соте СС, (или ее продолжении) треугольника АВС. 

639. Доказать, что высоты треугольника или их про- 
должения пересекаются в одной точке. 

640. Боковые стороны трапеции равны. Доказать, что 
углы трапеции, прилежащие к основанию, равны между 
собой. 


641. Найти зависимость между длинами сторон тре- 
угольника ABC, если ero медианы AA, и BB, перпенди- 
кулярны. 

642. Записать условие того, что точка М лежит на се- 
рединном перпендикуляре стороны АВ треугольника АВС. 

643. Доказать, что если медианы AA, и BB, треуголь- 
ника АВС равны, то треугольник равнобедренный. 

644. Записать условие того, что точка М принадлежит 
биссектрисе СС, (или ее продолжению) угла С треуголь- 
ника АВС. . 

645. Записать условие того, что точка М принадлежит 
внешней биссектрисе CC, (или ее продолжению) треуголь- 
ника АВС. 
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§ 40. Теоремы косинусов и синусов. 
Формула Герона 


646. Две стороны треугольника равны а и Ь. Выразить 
третью сторону с треугольника через аи b, если она равна 
радиусу окружности, описанной около треугольника. 

647. Определить диагонали параллелограмма, стороны 
м равны аи b, a заключенный между ними угол — 

20. 

648. Пользуясь теоремой синусов, доказать, что бис- 
сектриса внутреннего угла треугольника делит его проти- 
воположную сторону на отрезки, пропорциональные при- 
лежащим сторонам. 

649. В треугольнике АВС проведена медиана Со Ло 
казать, что AC: ВС = sinZC,CB : sinZ C,CA. 

650. Используя теорему синусов и свойство функции 
синуса, доказать, что против болышего угла треугольника 
лежит болышая сторона и обратно. 

651. Доказать, что sin (A+B) =sin A-cosB+sin B-cosA, 
пользуясь теоремой синусов (А и В углы треугольника). 

652. Доказать, что расстояние между основаниями Ay 
и В, высот AA, и ВВ, треугольника АВСравно АВ | cos С|. 

653. Пользуясь формулой Герона, вычислить площадь 
равностороннего треугольника со стороной а. 

654. Выразить радиус г окружности, вписанной в тре- 
угольник, через его стороны а, рис. 

655. Определить площадь четырехугольника ABCD, 
если AB =4, BC=6, CD =7, AD = 3, BD = 5. 

656. Вычислить площадь треугольника, если две его 
стороны равны а и Б, а угол, заключенный между ними, 
равен: 1) 45°; 2) 60°; 3) 30°; 4) 120°; 5) 150: 

657. Определить площадь четырехугольника, если его 
диагонали равны е и f, а угол между ними равен: 1) 45°; 
2) 60°; 3) 30°; 4) 120°; 5) 150°. 


| 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ 


СТЕРЕОМЕТРИЯ 


Глава ХЕ ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И АКСИОМЫ 
$ 41. Аксиомы принадлежности и следствия из них 


658. Можно ли утверждать, что всякие: 1) три точки, 
2) четыре точки лежат в одной плоскости? 

659. Можно ли утверждать, что все точки окружности 
принадлежат плоскости, если эта окружность имеет с дан- 
ной плоскостью: 1) две общие точки; 2) три общие точки? 

660. В плоскости « даны три точки A, В и С, не лежа- 
щие на одной прямой. Что можно сказать о расположении 
сторон треугольника АВС относительно плоскости а? 

661. Три вершины параллелограмма лежат в некоторой 
плоскости. Можно ли утверждать, что и четвертая вершина 
этого параллелограмма лежит в той же плоскости? 

662. Две вершины и точка пересечения диагоналей па- 
раллелограмма лежат в плоскости &. Можно ли утверждать, 
что и две другие вершины параллелограмма лежат в пло- 
CKOCTH a? 

663. Справедливо ли утверждение: «Прямая, имеющая 
с окружностью только одну общую точку, является каса- 
тельной к окружности в этой точке». 

664. Прямые а и 6 пересекаются в точке С. Через пря- 
мую а проходит плоскость а, а через прямую b — плоскость 
В, отличная от a. Как проходит линия пересечения этих 
плоскостей? 

665. Могут ли две пересекающиеся плоскости иметь об- 
щую точку, не принадлежащую линии пересечения этих 
плоскостей? 

666. Даны две параллельные прямые. Можно ли утвер- 
ждать, что прямые, пересекающие каждую из параллель- 
ных прямых, лежат в плоскости данных прямых? 
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667. Даны прямая и точка, не принадлежащая этой 
прямой. Лежат ли прямые, проходящие через эту точку 
и пересекающие данную прямую, в одной плоскости? 

668. Можно ли утверждать, что всякая прямая, пере- 
секающая каждую из двух данных пересекающихся пря- 
мых, лежит в плоскости, проходящей через эти прямые? 


8 42. Прямые и плоскости 


669. Даны плоскость хи точка А. Каковы возможные 
случаи взаимного расположения прямой, проходящей че- 
рез точку А, и плоскости а, если: 1) точка А лежит в плос- 
кости аи 2) точка A не лежит в плоскости a? 

670. Могут ли две различные плоскости иметь: 1) одну 
общую точку; 2) две общие точки; 3) три и большее число 
общих точек? 

671. Даны плоскость о и прямая 6, имеющая с а общую 
точку. Каковы возможные случаи взаимного расположения 
плоскости я и плоскости 8, проходящей через прямую 6? 

672. Плоскости « и В пересекаются. В плоскости « 
проведена прямая а, пересекающая плоскость В. Где дол- 
жен лежать след прямой а на плоскости 8? 

673. Плоскости а и В пересекаются. В плоскости & 
проведена прямая а. Каковы возможные случаи взаимного 
расположения прямой а и плоскости В? 

674. Точки А и В являются следами на плоскости а 
двух пересекающихся прямых МА и МВ. Где лежит след 
прямой МС на плоскости а, если известно, что МС, МА 
и МВ лежат в одной плоскости? 

675. Каково взаимное расположение диагоналей косо- 
ro! четырехугольника? 

676. Справедливо ли утверждение, что через любые две 
стороны косого четырехугольника можно провести плос- 
кость? 

677. Прямая а лежит в плоскости. Сколько прямых, 
скрещивающихся с прямой а, проходит через точку, взя- 
тую в той же плоскости? 

678. Известно, что в плоскости прямая, пересекающая 
одну из параллельных прямых, пересекает и вторую пря- 
мую. Верно ли это предложение для пространства? 





1 Косым четырехугольником называется четырехугольник, вер- 
шины которого не лежат в одной плоскости. 
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679. Охарактеризовать все возможные случаи взаим- 
ного расположения трех попарно пересекающихся пря- 
мых. Е 
680. Даны четыре точки, не лежащие на одной прямой. 
Сколько плоскостей можно провести через каждые три 
ИЗ НИХ? 

681. В пространстве даны две параллельные прямые 
и дана точка, не лежащая на этих прямых. Как установить, 
лежит ли точка в плоскости этих прямых? 

682. Даны две параллельные или пересекающиеся пря- 
мые аи 6. Точки Аи А, лежат на прямой а, точки В и 
В, — на прямой 6. Будут ли прямые АВ и A,B, лежать 
в одной плоскости? 

683. Даны две скрещивающиеся прямые аи 6. Точки 
Аи A, лежат на прямой а, точки В и В, — на прямой 6. 
Как будут расположены прямые AB и A,B,? 

684. Каково должно быть взаимное расположение трех 
прямых, чтобы можно было провести плоскость, содержа- 
щую все прямые? 

685. Прямая а скрещивается с прямой 6, а прямая b 
скрещивается с с. Следует ли из этого, что прямые а ис 
скрещиваются? 

686. Даны две пересекающиеся плоскости ви В. В пло- 
CKOCTH х лежит прямая а, а в плоскости В — прямая 6. 
Лежат ли прямые а и 6 в одной плоскости, если известно, 
что они пересекают линию пересечения плоскостей аи 8B: 
1) в одной точке; 2) в разных точках? 

687. Даны две пересекающиеся плоскости a и В. В пло- 
скости © проведена прямая а, в плоскости 8 — прямая 6. 
Каковы возможные случаи взаимного расположения пря- 
мых аи 6? 

688. В плоскости двух параллельных прямых аи Ob 
дана точка С, не лежащая на этих прямых. Прямая с про- 
ходит через точку С. Как может быть расположена прямая 
с относительно прямых аи 6? 

689. В плоскости двух пересекающихся прямых аи b 
дана точка С, не лежащая на этих прямых. Прямая с про- 
ходит через точку С. Как может быть расположена прямая 
с относительно прямых аи 6? 

690. Прямая m пересекает сторону АВ треугольника 
АВС. Каким может быть взаимное расположение прямой 
ти прямой ВС? 
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691. Прямая а пересекает по крайней мере одну из 
двух пересекающихся прямых. Каковы возможные случаи 
взаимного расположения этих трех прямых? 


Глава ХИ. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ 
§ 43. Прямая, параллельная плоскости 


692. Правильна ли приведенная ниже формулировка 
признака параллельности прямой и плоскости: «Прямая, 
параллельная какой-либо прямой на плоскости, параллель- 
на и самой плоскости»? 

693. Прямые a и 6 параллельны. Какое положение мо- 
жет занимать прямая а относительно плоскости, проходя- 
щей через прямую 6? 

694. Даны прямая. и пара пересекающихся плоскостей. 
Охарактеризовать все возможные случаи их взаимного рас- 
положения. 

695. Верно ли утверждение, что две прямые, параллель- 
ные одной и той же плоскости, параллельны между собой? 

696. Дана прямая, параллельная плоскости. Доказать, 
что в этой плоскости всегда можно построить прямые, па- 
раллельные данной. 

697. Одна из двух параллельных прямых параллельна 
некоторой плоскости. Можно ли утверждать, что и вторая 
прямая параллельна этой плоскости? 

698. Даны две пересекающиеся плоскости. Существует 
ли плоскость, пересекающая две данные плоскости по па- 
раллельным прямым? 

699. В основании четырехугольной пирамиды SABCD 
лежит параллелограмм. Каково взаимное расположение 
прямой пересечения плоскостей граней SAB и SCD и пло- 
скости основания ABCD? 

700. Даны две скрещивающиеся прямые. Можно ли 
через одну из этих прямых провести плоскость, параллель- 
ную другой? 

701. Можно ли построить плоскость, проходящую через 
данную прямую и параллельную другой данной прямой? 

702. В плоскости х даны две пересекающиеся прямые 
аи 6. Точка С не лежит в плоскости я. Каковы возможные 
случаи взаимного расположения прямой, проходящей че- 
рез точку С, относительно прямых а и 6? 

703. Даны две прямые а и би точка М, не лежащая на 
этих прямых. При каком взаимном расположении прямых 
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au 6b иточки М через М можно провести плоскость, па- 
раллельную обеим прямым? 

704. Даны три попарно скрещивающиеся прямые а, 
6, с. Построить прямую, пересекающую все три прямые. 


8 44. Параллельные плоскости 


705. Через всякую ли прямую можно провести плос- 
кость, параллельную данной плоскости? 

706. Две прямые одной плоскости соответственно па- 
раллельны двум прямым другой плоскости. Можно ли утвер- 
ждать, что плоскости параллельны? 

707. Даны две плоскости, параллельные одной и той 
же прямой. Можно ли утверждать, что плоскости парал- 
лельны? 

708. Даны две различные плоскости, параллельные двум 
данным прямым. Будут ли эти плоскости параллельны 
между собой? 

709. Две плоскости a и 8 параллельны. В плоскости а 
проведена прямая а, а в плоскости В — прямая 6. Каковы 
возможные случаи взаимного расположения прямых аи 6? 

710. Отрезки АВ и СО лежат соответственно в парал- 
- лельных плоскостях о и В. Что можно сказать о взаимном 
расположении прямых AD и BC? При каком условии они 
пересекутся или будут параллельны? 

711. Через точку одной из двух параллельных плоско- 
стей проведена прямая, параллельная другой плоскости. 
Доказать, что прямая лежит в той плоскости, с которой 
она имеет общую точку. 

712. Даны две параллельные плоскости и прямая, па- 
раллельная одной из них. Будет ли эта прямая парал- 
лельна второй плоскости? 

713. Каким образом провести прямую, параллельную 
двум данным плоскостям, через точку, не лежащую в этих 
плоскостях? 

714. Каковы возможные случаи взаимного расположе- 
ния трех различных плоскостей в пространстве, если две 
из них параллельны? 

715. Каковы возможные случаи взаимного расположе- 
ния трех плоскостей в пространстве, если две из них пере- 
секаются? 

716. Определить величину угла между ребром куба и 
диагональю, лежащей в противоположной грани. 
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717. Даны две скрещивающиеся прямые а и Би прямая 
с. Каковы возможные случаи взаимного расположения раз- 
личных прямых а, би с? 


$ 45. Параллельные проекции 


718. Сколько точек на плоскости проекций можно по- 
лучить при проектировании на нее: 1) двух точек; 2) трех 
точек? 

719. Верно ли утверждение: «Параллельная проекция 
прямой есть прямая»? : 

720. В какую фигуру проектируется прямая пересе- 
чения двух проектирующих плоскостей? 

721. Справедлива ли теорема: «Параллельные прямые, 
не параллельные направлению проектирования, проекти- 
руются в параллельные прямые»? 

722. Справедливо ли утверждение: «Параллельные пря- 
мые проектируются в параллельные прямые или В одну 
прямую»? 

723. Могут ли две пересекающиеся прямые проектиро- 
ваться: 1) в пересекающиеся прямые; 2) в параллельные 
прямые; 3) в одну прямую; 4) в прямую и точку, лежащую 
на этой прямой; 5) в прямую и точку, не лежащую на дан- 
ной прямой? 

724. Какие геометрические фигуры можно получить на 
плоскости проекций при проектировании двух скрещиваю- 
щихся прямых? 

795. На плоскости проекций даны две точки. Проекция- 
ми каких основных геометрических образов точек или пря- 
мых могут служить эти точки? 

726. Привести примеры геометрических фигур, распо- 
ложенных в пространстве, которые проектируются в пря- 
мую, в отрезок прямой. 

727. Как должны быть расположены: 1) две прямые, 
2) прямая и точка, чтобы они проектировались на плос- 
кость в прямую и точку, лежащую на этой прямой? 

728. Каково должно быть взаимное расположение: 
1) двух прямых, 2) прямой и точки, чтобы они проекти- 
ровались в прямую и точку, не лежащую на этой прямой? 

729. Может ли проекция прямой быть параллельной са- 
мой прямой, данной в пространстве? 

730. В пространстве даны две перпендикулярные пря- 
мые, не лежащие в проектирующей плоскости. Можно ли 


62 


. 


утверждать, что они проектируются также в перпендику- 
лярные прямые? 

731. При каком условии равносторонний треугольник 
проектируется: 1) в равносторонний треугольник; 2) в рав- 
нобедренный треугольник? 

732. Можно ли утверждать, что в треугольнике, плос- 
кость которого не параллельна направлению проектиро- 
вания: 1) медианы треугольника проектируются в медианы 
треугольника-проекции; 2) высоты — в высоты треугольника- 
проекции; 3) биссектрисы — в биссектрисы? 

733. Плоскость параллелограмма не параллельна на- 
правлению проектирования. Доказать, что его проекцией 
является параллелограмм. 

734. Можно ли утверждать, что проекцией ромба, если 
он не проектируется в отрезок, также является ромб? 

735. При каком условии квадрат проектируется: 
1) в квадрат; 2) в ромб; 3) в прямоугольник? 


Глава ХШ. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ 
8 46. Перпендикуляр и наклонные к плоскости 


736. Можно ли утверждать, что прямая, пересекающая 
круг в центре и перпендикулярная: 1) диаметру; 2) двум 
диаметрам, перпендикулярна плоскости круга? 

737. Справедливо ли утверждение, что прямая, пере- 
секающая круг в центре и перпендикулярная: 1) радиусу; 
2) двум радиусам, перпендикулярна плоскости круга? 

738. Дан перпендикуляр а к плоскости а. Через след 
прямой а на плоскости а проведен перпендикуляр 6 к пря- 
мой а. Доказать, что прямая 6 лежит в плоскости а. 

739. Точки А и В равно удалены от плоскости а. Как 
расположена прямая АВ и ее проекция на плоскость а? 

740. Из двух различных точек, не лежащих в плоскости, 
к этой плоскости проведены две равные наклонные. Можно 
ли утверждать, что их проекции тоже равны? 

741. К плоскости прямоугольника ABCD в точке пере- 
сечения диагоналей восставлен перпендикуляр. Можно ли 
утверждать, что произвольная точка М этого перпендику- 
ляра находится на одинаковом расстоянии от вершин пря- 
моугольника? 

742. Где расположены точки, находящиеся на равном 
расстоянии от вершин некоторого прямоугольника? 
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743. Точка М равно удалена от всех точек окружности. 
Можно ли утверждать, что она лежит на перпендикуляре 
к плоскости окружности, проведенном через центр окруж- 
HOCTH? 

744. Из точки М, не лежащей в плоскости а, проведены 
к этой плоскости перпендикуляр и наклонная. Как в 
плоскости а провести прямую, перпендикулярную Ha 
KJIOHHOH?P 

745. На окружности с центром в точке О дана точка А. 
К плоскости окружности восставлен перпендикуляр ОМ. 
Как проходит наклонная МА по отношению к касательной, 
проведенной к окружности в точке A? 

746. К плоскости квадрата ABCD проведен перпенди- 
куляр SB. Точка $ соединена с вершинами квадрата АиС. 
Определить величину углов SAD и SCD. 

747. Найти геометрическое место прямых, удаленных 
от данной плоскости на расстояние A. 

748. Прямая и-плоскость параллельны. Можно ли утвер- 
ждать, что прямая, перпендикулярная данной прямой, 
перпендикулярна данной плоскости? 

749. Прямая и плоскость параллельны. Можно ли 
утверждать, что прямая, перпендикулярная данной пло- 
скости, перпендикулярна данной прямой? 


8 47. Угол между прямой и плоскостью 


750. Из точки А, не лежащей в плоскости а, проведена 
к плоскости наклонная. Определить угол между этой на- 
клонной и плоскостью а, если расстояние точки A от пло- 
скости & равно: 1) проекции наклонной; 2) в два раза мень- 
ше самой наклонной. 

751. Дан прямоугольный параллелепипед. Найти на 
чертеже угол, который: 1) диагональ боковой грани состав- 
ляет с основанием; 2) диагональ основания составляет с 
одной из боковых граней; 3) диагональ параллелепипеда 
составляет с плоскостью основания; 4) диагональ параллеле- 
пипеда составляет с одной из боковых граней. 

752. Доказать, что диагональ куба образует равные 
углы с каждой гранью куба. 

753. Доказать, что равные наклонные, проведенные K 
плоскости из точки, не лежащей в этой плоскости, образуют 
равные углы с плосксстью. 
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754. Будут ли в пирамиде боковые ребра равны, если 
они образуют равные углы с плоскостью основания? Сфор- 
мулировать обратное предложение и проверить его спра- 
ведливость. 

755. Диагональ параллелограмма (ромба) лежит в пло- 
скости о. Можно ли утверждать, что стороны параллело- 
грамма (ромба) образуют равные углы с плоскостью а? 

756. Две плоскости образуют с данной прямой равные 
углы. Охарактеризовать взаимное расположение этих пло- 
скостей. 

757. Какую фигуру на плоскости а образуют основания 
наклонных, проведенных к плоскости а из точки, не при- 
надлежащей плоскости, и образующих равные углы с пло- 
скостью a? 

758. Основание равнобедренного треугольника лежит 
в плоскости «. (Плоскость треугольника не совпадает с пло- 
скостью а.) Какой из углов больше: угол наклона боковой 
стороны к плоскости а или угол наклона высоты основания 
треугольника к плоскости а? 


Глава XIV. ДВУГРАННЫЕ И МНОГОГРАННЫЕ УГЛЫ 
5 48. Двугранный угол. Трехгранный угол 


759. Сколько двугранных углов в треугольной призме, 
в четырехугольной призме, в п-угольной призме? 

760. Сколько двугранных углов в треугольной пира- 
миде, в четырехугольной пирамиде, в п-угольной пирамиде? 

761. Какой угол образует ребро двугранного угла с 
любой прямой, лежащей в плоскости его линейного угла? 

762. Как провести две полуплоскости, чтобы образовать 
двугранный угол, линейный угол которого задан? 

763. В кубе проведено диагональное сечение. Построить 
на чертеже линейный угол двугранного угла, образован- 
ного этим сечением и одной из боковых граней, и определить 
его величину. 

764. Плоскости двух равнобедренных треугольников 
с общим основанием образуют двугранный угол. Можно ли 
утверждать, что высоты, проведенные к общему основанию 
треугольников, образуют линейный угол двугранного угла? 

765. Доказать, что все прямые двугранные углы равны. 

766. Через биссектрису линейного угла двугранного 
угла и ребро двугранного угла проведена полуплоскость. 
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Доказать, что эта полуплоскость делит данный двугранный 
угол на два равных двугранных угла*. 

767. Сколько трехгранных углов: 1) в п-угольной приз- 
ме; 2) в л-угольной пирамиде? 

768. В трехгранном угле плоские углы прямые. Дока- 
зать, что и двугранные углы его прямые. 

769. Дан прямоугольный трехгранный угол? с гранями 
Н, У, М. В грани H дана точка А. Каким образом можно 
построить перпендикуляр к плоскости Н, проходящий че- 
рез точку A? 

770. Плоскость а отсекает на ребрах прямоугольного 
трехгранного угла равные отрезки. Какая фигура полу- 
чается при этом в сечении? 


$ 49. Перпендикулярные плоскости 


771. Построить на чертеже линейный угол двугранного 
угла, образованного диагональными сечениями куба, про- 
ходящими через его боковые ребра, и доказать, что плос- 
кости сечений взаимно перпендикулярны. 

772. Каково взаимное расположение граней двугран- 
ного угла и плоскости линейного угла? 

773. Сколько плоскостей, перпендикулярных данной 
плоскости, можно провести через данную прямую? 

774. Где расположено основание высоты пирамиды, у ко- 
торой одна из боковых граней перпендикулярна основанию? 

775. Даны две перпендикулярные плоскости а H В. 
В плоскости В проведена прямая а так, что она является 
наклонной к плоскости ©. Где расположена проекция на- 
клонной а к плоскости а? 

776. Даны две перпендикулярные плоскости. В одной 
из них проведена прямая, пересекающая вторую плоскость 
в некоторой точке М. Каким образом во второй плоскости 
построить прямую, перпендикулярную данной? 

777. Как построить плоскость, перпендикулярную двум 
другим пересекающимся плоскостям? Сколько таких пло- 
скостей можно построить? 

778. Из некоторой точки А, взятой внутри двугранного 
угла, опущены перпендикуляры АВ и АС на грани этого 





1 Полуплоскость, проходящая через ребро двугранного угла и деля- 
щая его на два равных угла, называется биссектором двугранного угла. 

2 Трехгранный угол, плоские углы которого прямые, называется 
прямоугольным трехгранным углом, 
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ри 


угла. Доказать, что плоскость, проходящая через АВ и 
АС перпендикулярна граням двугранного угла и его ребру. 

779. Доказать, что любая точка биссектора двугранного 
угла (см. сноску к задаче № 766) равноудалена от его граней. 

780. Даны две взаимно перпендикулярные плоскости 
аи В. Плоскость 7 пересекает каждую из данных плоскостей 
и перпендикулярна плоскости В. 1) Каким образом распо- 
ложена линия пересечения плоскостей а и т по отношению 
к плоскости В?.2) Какой угол образуют линии пересечения 
плоскостей а и 1 и плоскостей Ви 1? 

781. Какие углы образует плоскость, параллельная од- 
ной из граней прямоугольного трехгранного угла, с двумя 
другими егогранями? Какой угол образуют следы плоскости 
& на этих гранях и как они расположены по отношению 
к ребрам трехгранного угла? 

782. Можно ли утверждать, что прямая и плоскость, 
перпендикулярные другой плоскости, параллельны между 
собой? 

783. Можно ли утверждать, что две плоскости, перпен- 
дикулярные третьей, параллельны между собой? 

784. Доказать, что две плоскости, перпендикулярные 
третьей и пересекающие ее по параллельным прямым, па- 
раллельны. 

785. Два плоских угла трехгранного угла прямые. До- 
казать, что противолежащие им двугранные углы прямые. 

785. Сформулировать предложение, обратное предло- 
жению задачи № 785, и доказать справедливость его. 

787. Доказать, что плоские углы трехгранного угла 
прямые, если двугранные углы его прямые. 

788. Плоскость и прямая параллельны. Можно ли утвер- 
ждать, что плоскость, перпендикулярная данной плоскости, 
перпендикулярна и данной прямой? 

789. Плоскость и прямая параллельны. Будет ли верно 
утверждение, что плоскость, перпендикулярная прямой, 
перпендикулярна и данной плоскости? 


Глава ХУ. МНОГОГРАННИКИ 
8 50. Призмы 
790. Как должна быть проведена плоскость, чтобы в 
сечении куба этой плоскостью получился равносторонний 


треугольник. Какое из этих сечений будет наибольшим по 
величине? 
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791. Можно ли пересечь куб плоскостью так, чтобы 
получить в сечении равнобочную трапепию? 

792. Можно ли пересечь треугольную призму плоско- 
стью так, чтобы в сечении образовался: 1) треуголь- 
ник; 2) четырехугольник; 3) пятиугольник; 4) шести- 
угольник? 

793. Может ли одна из боковых граней наклонной приз- 
мы быть перпендикулярной плоскости основания? 

794. Можно ли утверждать, что параллелепипед, две 
боковые грани которого перпендикулярны плоскости осно- 
вания, прямой? 

795. Может ли существовать наклонная призма, две 
боковые грани которой перпендикулярны плоскости осно- 
вания? 

796. Сколько диагональных сечений можно провести в 
параллелепипеде? 

797. Можно ли утверждать, что линия пересечения двух 
диагональных сечений параллелепипеда параллельна реб- 
рам, через которые проведены эти сечения? 

798. Всякие ли два диагональных сечения параллеле- 
пипеда пересекаются по его диагонали? 

799. Можно ли утверждать, что в прямом параллелепи- 
педе все диагональные сечения — прямоугольники? 

800. Доказать, что призма прямая, если два пересекаю- 
щихся диагональных сечения призмы перпендикулярны 
основанию. 

801. Можно ли утверждать, что параллелепипед пря- 
мой, если два диагональных сечения его, проведенных через 
диагонали одной грани, прямоугольники? 

802. Какое условие необходимо дополнительно нало- 
жить на диагональные сечения параллелепипеда, рассмот- 
ренного в предыдущей задаче, чтобы параллелепипед был 
прямоугольным? 

803. Может ли одно из диагональных сечений наклон- 
ного параллелепипеда быть перпендикулярным плоскости 
основания? 

804. Одно из диагональных сечений наклонного парал- 
лелепипеда перпендикулярно плоскости основания. Какой 
четырехугольник должен лежать в плоскости основания, 
чтобы второе диагональное сечение, проведенное через бо- 
ковые ребра, было прямоугольником? 

805. Можно ли утверждать, что среди диагональных 
сечений параллелепипеда есть прямоугольники, если две его 
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противоположные боковые грани перпендикулярны плос- 
кости основания? 

806. В каком параллелепипеде прямоугольной проекци- 
ей диагонали является диагональ основания? 

807. Можно ли утверждать, что параллелепипед пря- 
мой, если две его диагонали равны? 

808. В каком параллелепипеде все диагонали равны? 

809. Найти отношение суммы площадей диагональных 
сечений куба’к его поверхности. 

810. Одно из измерений прямоугольного параллеле- 
пипеда увеличивается в 2, 3, ..., Праз. Можно ли утвер- 
ждать, что боковая поверхность прямоугольного параллеле- 
пипеда также увеличивается в 2, 3, ..., п раз? 

811. Прямоугольный параллелепипед деформируется 
так, что высота и одна из сторон основания остаются не- 
изменными, в то время как вторая сторона основания из- 
меняется. Как относятся объемы прямоугольных парал- 
лелепипедов, получаемых в результате деформации? 

812. Имеем модель наклонной призмы. Какие размеры 
необходимо определить, чтобы вычислить боковую поверх- 
ность и объем призмы? * 

813. В призме проводятся сечения, параллельные ее 
основаниям. В каком отношении находятся объемы дан- 
ной и вновь полученных призм? 

814. Призма деформируется, оставаясь призмой, так, 
что одно из ее оснований перемещается в содержащей её 
плоскости, а положение второго основания закреплено. 
Будут ли призмы, получаемые в результате такой деформа- 
ции, равновеликими? 


8 51. Пирамиды 


815. Какие многоугольники можно получить в сечении 
четырехугольной пирамиды плоскостью? 

816. Какие многоугольники можно получить в сечении 
четырехугольной усеченной пирамиды плоскостью? 

817. Как нужно провести плоскость, чтобы в сечении 
четырехугольной пирамиды этой плоскостью получить пя- 
тиугольник? 


1 В этой и последующих задачах такого содержания определение 
необходимых размеров и приемы измерения зависят от того, какими 
измерительными инструментами проводится измерение. 
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818. Сколько боковых граней, перпендикулярных пло- 
скости основания, может иметь пирамида? 

819. Доказать, что существует треугольная пирамида, 
пять ребер которой равны данному отрезку а. В каких 
пределах изменяется ее шестое ребро? 

820. Существует ли усеченная пирамида, все ребра 
которой равны? 

821. В основании пирамиды лежит параллелограмм. 
Высота пирамиды совпадает с одним из боковых ребер ее. 
Определить линейный угол двугранного угла, составленно- 
го гранями пирамиды, проходящими через это ребро. 

822. Доказать, что если каждые два противоположных 
ребра треугольной пирамиды равны между собой, то все 
грани пирамиды равны. 

823. В четырехугольной пирамиде диагональные ce- 
чения перпендикулярны плоскости основания. Какая точка 
является прямоугольной проекцией вершины пирамиды? 

824. Высота четырехугольной пирамиды проходит че- 
рез точку пересечения диагоналей основания. Какой четы- 
рехугольник может быть основанием пирамиды, если диа- 
гональные сечения взаимно перпендикулярны? 

825. Через середины трех последовательных боковых 
ребер пирамиды проведена плоскость. Доказать, что эта 
плоскость параллельна плоскости основания и проходит 
через середины остальных боковых ребер пирамиды. 

826. Плоскость, проходящая через боковое ребро и вы- 
COTY треугольной пирамиды, перпендикулярна противопо- 
ложной боковой грани. Как эта плоскость проходит по от- 
ношению к ребру пирамиды, противоположному данному? 

827. Прямоугольная проекция одного из боковых ребер 
треугольной пирамиды лежит на биссектрисе основания. 
Что можно сказать о двугранных углах, составленных 
плоскостью основания и боковыми гранями, проходящими 
через указанное ребро? 

828. В треугольной пирамиде прямоугольные проекции 
двух боковых ребер лежат на соответствующих. биссектри- 
сах основания. В какую точку основания проектируется 
вершина пирамиды при прямоугольном проектировании? 
Какими особенностями обладает такая пирамида? 

829. Какие многогранники получаются, если треуголь- 
ную усеченную пирамиду рассечь плоскостью, проходящей 
через ребро нижнего основания и противоположную вер- 
шину верхнего основания? 
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830. Имеется модель правильной пирамиды. Какие из- 
мерения надо произвести, чтобы вычислить плошадь по- 
верхности и объем этой модели? 

831. Имеется модель правильной усеченной пирамиды. 
Какие измерения надо произвести, чтобы вычислить боко- 
вую поверхность и объем этой модели? 

832. Можно ли утверждать, что пирамиды, имеющие об- 
щее основание и вершины, расположенные в плоскости, 
параллельной основанию, равновелики? 

833. Через каждое ребро треугольной пирамиды про- 
водится плоскость, параллельная противолежащему ребру. 
Какое геометрическое тело образуют проведенные таким 
образом шесть плоскостей? 

834. Параллельно основанию пирамиды проведено се- 
чение. В каком отношении находятся объемы данной пи- 
рамиды и вновь полученной? 


Глава ХМ. КРУГЛЫЕ ТЕЛА 


8 52. Цилиндр. Конус 


835. Можно ли утверждать, что прямая, имеющая с ин- 
линдрической поверхностью: 1) одну общую точку, 2) две 
общие точки, 3) три общие точки, является образующей 
этой цилиндрической поверхности? 

836. Можно ли утверждать, что прямая, имеющая с 
конической поверхностью: 1) одну общую точку, 2) две 
общие точки, 3) три общие точки, является образующей 
этой конической поверхности? 

837. Найти геометрическое место прямых, проходящих 
через данную точку и образующих равные углы с данной 
ПЛОСКОСТЬЮ. 

838. Каково взаимное расположение оси цилиндра и 
плоскости, касающейся цилиндра? 

839. К конической поверхности проведены две плос- 
кости, касающиеся этой поверхности. Как проходит пря- 
мая пересечения этих плоскостей? 

840. Через всякую ли точку пространства можно про- 
вести плоскость, касающуюся цилиндрической поверхности? 

841. Как провести плоскость, касающуюся цилиндрн- 
ческой поверхности, через точку, не лежащую внутри этой 
поверхности? Сколько таких плоскостей можно провести? 
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842. Найти геометрическое место точек, равноудаленных 
от данной прямой в пространстве. Сравнить его с аналогич- 
ным геометрическим местом на плоскости. 

843. Найти геометрическое место прямых в простран- 
стве, находящихся от данной прямой на данном расстоянии. 

844. Через всякую ли прямую в пространстве можно 
провести плоскость, касающуюся пилиндрической поверх- 
НОСТИ? 

845. Через всякую ли прямую в пространстве можно 
провести плоскость, касающуюся конической поверхности? 

846. В плоскости дана прямая. Где расположены оси 
цилиндрических поверхностей, касающихся этой плоскости 
по данной прямой? 

847. Где расположены оси конических поверхностей, 
касающихся плоскости по данной на плоскости прямой? 

848. Цилиндрические поверхности касаются граней дву- 
гранного угла. Каково расположение осей цилиндрических 
поверхностей по отношению к элементам двугранного угла? 
Найти геометрическое место осей этих цилиндрических по- 
верхностей. 

849. Каково расположение осей конических поверхно- 
стей по отношению к двум пересекающимся плоскостям 
если поверхности касаются этих плоскостей? Найти геомет- 
рическое место осей конических поверхностей. 

850. Найти геометрическое место осей цилиндрических 
поверхностей, касающихся двух данных параллельных пло- 
скостей. 

851. Может ли коническая поверхность касаться двух 
параллельных плоскостей? 

852. Как должна быть расположена плоскость, чтобы 
можно было провести плоскость, касающуюся пилиндри- 
ческой поверхности, параллельную данной плоскости? Как 
провести указанную касательную плоскость? Сколько та- 
ких плоскостей можно провести? у 

853. Каково должно быть взаимное расположение двух 
прямых, чтобы через эти прямые можно было провести ци- 
линдрические поверхности? Сколько цилиндрических по- 
верхностей можно провести через две параллельные пря- 
мые? Где лежат оси этих цилиндрических поверхностей? 

854. При каком условии через две прямые можно про- 
вести конические поверхности? Где лежат оси конических 
поверхностей, проходящих через пересекающиеся пря- 
мые? 
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855. Сколько конических поверхностей можно провести 
через три прямые, пересекающиеся в одной точке? 

856. Цилиндрическая поверхность пересечена плос- 
костью. Какие фигуры могут получиться в сечении? 

857. Коническая поверхность пересечена плоскостью. 
Какие фигуры могут получиться в сечении? 

858. Оси двух цилиндрических поверхностей параллель- 
ны. Сколько общих касательных плоскостей можно прове- 
сти к этим поверхностям? Сравнить эту задачу с задачей 
планиметрии о проведении общих касательных к двум 
окружностям. 

859. Можно ли провести к двум цилиндрическим поверх- 
ностям общую касательную плоскость, если их оси не па- 
раллельны? 

860. Угол осевого сечения конуса равен 120°, а его 
образующая равна J. Чему равна наибольшая площадь се- 
чения конуса плоскостью, проведенной через его вершину? 
Построить это сечение. 

861. Верхнее основание усеченного конуса заданного 
радиуса перемещается, оставаясь перпендикулярным вы- 
соте конуса. Как изменяется угол наклона образующей 
усеченного конуса к плоскости нижнего основания. В ка- 
ком отношении находятся объемы получаемых усеченных 
конусов? 


$ 53. Шар 


862. Можно ли утверждать, что через две точки шаро- 
вой поверхности проходит один большой круг? 

863. Через всякие ли три точки можно провести шаро- 
вую поверхность? Как провести шаровую поверхность че- 
рез три точки, не лежащие на одной прямой? Сколько шаро- 
вых поверхностей можно провести через четыре точки, не 
лежащие в одной плоскости? 

864. Через три точки, не лежащие на одной прямой, 
проведен шар радиуса Ю. Какой величины должен быть ра- 
диус шара, чтобы задача имела решение? При каком усло- 
вии через эти точки проходит: 1) хотя бы один шар; 2) толь- 
ко один шар радиуса R? 

865. Можно ли утверждать, что окружность, имеющая 
с шаровой поверхностью: 1} две общие точки, 2) три общие 
точки, лежит на ее поверхности? 
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866. Сколько общих точек может иметь шаровая поверх- 
ность и прямая? 

867. Сколько общих точек может иметь шаровая поверх- 
НОСТЬ И ПЛОСКОСТЬ? 

868. Сколько общих точек могут иметь две шаровые 
поверхности? 

869. Найти геометрическое место прямых в простран- 
стве, находящихся на равном расстоянии т от данной точ- 
ки М. 

870. Можно ли к любым двум шарам провести общую 
касательную прямую? 

871. Центры трех шаров, ни один из которых не нахо- 
дится внутри другого, лежат на одной прямой. В каких 
случаях к ним можно провести общую касательную прямую? 

872. Можно ли провести общую касательную плоскость 
к двум шарам, если ни один из шаров не лежит внутри 
другого? 

873. Найти геометрическое место центров шаров, ка- 
сающихся плоскости в данной на ней точке. Сравнить эту 
задачу со сходной задачей планиметрии о геометрическом 
месте центров окружностей, касающихся данной прямой 
в данной на ней точке. 

874. Найти геометрическое место центров шаров, ка- 
сающихся данного шара в данной на нем точке. Сравнить 
с геометрическим местом пентров окружностей, касающихся 
данной окружности в данной на ней точке, на плоскости. 

875. Где расположены центры шаров, касающихся двух: 
1) параллельных плоскостей; 2) пересекающихся плоско- 
стей? 

876. Где расположены центры шаров данного радиуса 
R, касающихся данной прямой? 

877. Как найти положение центра шара, если известна 
окружность, через которую проведен шар, и положение 
плоскости касательной к этому шару в точке. лежащей на 
окружности? 

878. Как провести прямые, касающиеся данного шара 
и параллельные данной прямой? Сколько таких прямых 
можно провести? Что собой представляет геометрическое 
место этих прямых? 

879. На шаровой поверхности радиуса R задана точка. 
Доказать, что точки шаровой поверхности, находящиеся 
на равном расстоянии т (0 < т < 2R) от данной точки, 
лежат на окружности. 


74 


Ро 


8 54. Задачи на комбинацию тел 


880. В цилиндр вписана прямая призма, в основании 
которой лежит прямоугольный треугольник. Как располо- 
жена ось цилиндра по отношению к граням прямой приз- 
мы? Можно ли утверждать, что две боковые грани прямой 
призмы взаимно перпендикулярны? 

881. В конус вписана пирамида, в основании которой 
лежит прямоугольный ‘треугольник. Как расположена ось 
конуса по отношению к граням пирамиды? Можно ли утвер- 
ждать, что две боковые грани этой пирамиды взаимно пер- 
пендикулярны? 

882. В каком отношении находятся объемы правильных 
четырехугольных призм (пирамид), из которых одна впи- 
сана в цилиндр (конус), а другая описана вокруг него? 

883. В усеченный конус вписаны правильные усечен- 
ные треугольная, четырехугольная, шестиугольная пира- 
миды. Можно ли утверждать, что: 1) углы наклона боковых 
ребер к основанию и 2) углы наклона боковых граней к 
основанию в этих пирамидах равны? 

884. Можно ли описать шар вокруг: 1) куба; 2) пря- 
моугольного параллелепипеда; 3) наклонного паралле- 
лепипеда, в основании которого лежит прямоугольник; 
4) прямого параллелепипеда; 5) наклонного параллеле- 
пипеда? 

885. Каким свойством должна обладать прямая призма, 
чтобы в нее можно было вписать шар? 

886. Можно ли в куб вписать два шара так, чтобы каж- 
дый шар касался боковых граней куба, одного из основа- 
ний и другого шара? 

887. Можно ли два шара, о которых говорится в преды- 
дущей задаче, вписать в правильную призму? 

888. Справедливо ли утверждение, что вокруг любой 
треугольной пирамиды можно описать шар? 

889. Можно ли описать шар вокруг любой четырех- 
угольной пирамиды? 

890. Какими свойствами должна обладать пирамида, 
чтобы вокруг нее можно было описать шар? 

891. В шар вписана пирамида, боковое ребро которой 
перпендикулярно основанию. Как найти центр шара? 

892. Центр шара лежит на оси цилиндрической поверх- 
ности. Какую фигуру образуют общие точки шаровой и 
цилиндрической поверхностей? 
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893. Центр шара лежит на оси конической поверхно- 
сти. Какую фигуру образуют общие точки шаровой и кони- 
ческой поверхностей? 

894. Можно ли описать шар вокруг цилиндра, конуса, 
усеченного конуса? 

895. Во всякий ли цилиндр можно вписать шар? Ка- 
кими свойствами должен обладать цилиндр, в который мож- 
но вписать шар? 

896. Во всякий ли конус можно вписать шар? Как опре- 
делить положение центра шара, влисанного в конус? 

897. Какими свойствами должен обладать усеченный ко- 
нус, чтобы в него можно было вписать шар? 


ci om oo ND 


6. 


ОТВЕТЫ 


Часть первая. ПЛАНИМЕТРИЯ 


ГЛАВА 1 


1) Бесконечно много; 2) только одну. 


. Бесконечно много. 


1) Нет; 2) да; 3) да. 


. Одну или HH одной. 
. Шесть лучей и три отрезка. 


1) АС- СВ = АВ; 2) шесть отрезков; АС -- СР + РВ = 


= АВ или AD + DC+ СВ = АВ; АР +- ВС = АВ + СШ и др. 


8. 


9. 4. 3= 12; п. 


10. 
11. 
АМ = 
13. 
14. 
15. 
17. 
18. 
22. 
24. 


25. 


1) Не более трех; 2) шесть точек и ни одной. 
(a—1)(@@— 2) 
2 
a>b,a<cbua=b. 
1) АМ + МВ = AB; 2) АМ = МВ и AM+ МВ = АВ или 
МВи2АМ = АВ; 3) АМ — ВМ = АВ или ВМ — АМ = AB. 
1) A> B, 2) АЗВ; 3) AFB. 
1080°. 
1) Развернутый; 2) полный; 3) 90° или 270°. 
1) 60°; 2) 180°. 
Четыре раза. 
24 угла. 
Z AOD = ZBOC um Z АОС = ДВОР. 
1) a+ 8; 2) a—f, если a>; В—а, если а < В (или же 


углы, дополняющие их до 360°). 


26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
33. 


1) Могут быть только прямыми; 2) нет. 

На 20°. 

90°. 

135°, 45°. 

Да. 

Окружность. 

АВС и BCD, BAD и ADC, CBAD и BCDA и др. 
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Рассмотреть такие случаи: 1) точка В является серединой ДС; 
2) дуги AB, BC, CD и DA равны. 

34. ОМ < К, ОМ > В, ОМ = В. 

35. Дугу окружности, радиус которой равен данному отрезку, 
а центр совпадает с вершиной угла 

36. Центр окружности. 

37. 2R. 

38. 90°, 180°; восьмую часть; вначале разделить окружность двумя 
перпенднкулярными диаметрами на четыре равные дуги, а затем каж- 
дую из этих дуг приблизительно разделить на три равные части 

39. АВ = „ВС, А.В, = < В,С,. 

VAC = 2UAB. Дуги АВ и А.В; содержат одно и то же число дуговых 
градусов. 

40. 1) 135°; 2) 270°, 330°, 240°; 3) 30°. 


ГЛАВА II 


43. В первом случае биссектриса — отрезок, во втором — луч. 

44. Медиана и биссектриса треугольника лежат внутри него; вы- 
сота треугольника может совпасть с его стороной. 

45. 1) ZA= ДВ; 2) ZA= ИВ= ИС 

46. 1) Да; 2) нет; 3) нет. 

47. Может — в прямоугольном равнобедренном треугольнике. 

48. Нет. 

49. 1) Две; 2) бесконечное множество; 3) бескоиечное множество. - 

50. Две. 

51. 1) Если прямые пересекаются, то две; если прямые параллель- 
ны — бесчисленное множество; 2) ни одной, одну, две, три нли бесчис- 
ленное множество. 

52. Разносторонний — ни одной, равнобедренный — одну, равно- 
сторонний — три. 

55. Рассмотреть равнобедренный треугольник ASB. 

56. Через данную точку провести прямую. перпендикулярную 
другой стороне угла, и принять построенную прямую за ось симметрии 

57. Воспользоваться симметрией относительно оси симметрии дан- 
ного треугольника или же первым признаком равенства треугольников. 

60. Да. Если соответственные стороны равных треугольников рав- 
ны, то не соответственные стороны их, вообще говоря, не равны. В усло- 
вин задачи указаны не соответственные стороны. 

61. На основании равнобедренного треугольника взять точку 

62. Нет. 

64. Например: тремя сторонами, стороной и двумя углами и др. 

65. АВ и ММ перпендикулярны. 

66. Построить серединный перпендикуляр отрезка АС. 
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67. Одна, ни одной. 

68. Построить биссектрису угла А 

69. Нет; нет; да. 

72. Нет. 

73. 1) Да, если а < 26 и а — основание треугольника; если же 
а — боковая сторона, то всегда можно; 2) да. 

75. Наложить треугольник A,B,C, на треугольник АВС так, чтобы 
Kater A,C, совместился с катетом АС и угол С, с углом С. Далее восполь- 
зоваться теоремой о сравнательной длине проекции и иаклонной. 

76. Да, нет. - 

77. Когда отрезок образует с осью проекций угол. разный 60°. 
или 120°. 

78. В прямоугольном. 

79. Если углы, прилежащие к третьей стороне, не тупые, то она 
равна сумме проекций, в противном случае — их разности. 

81. Из основания биссектрисы опустить на гипотенузу перпенди- 
куляр и рассмотреть образовавшийся прямоугольный треугольник. 

82. Наложить один треугольник на другой так, чтобы прямые углы 
совпали. Провести диагональ в образовавшемся четырехугольнике 
и воспользоваться теоремами о наклонных и их проекциях. 

83. Прямая MN перпендикулярна биссектрисе угла ASB или па- 
раллельна одной из его сторон. 

84. Нет: «Каждая точка биссектрисы угла одинаково удалена от 
сторон этого угла». 

85. В общем случае — одна точка; в случае 1 — бесчисленное мно- 
жество точек; в случае 2 — точек нет, если SM # ЗМ, и бесчисленное 
множество при SM = SN. 

86 Одну, ни одной, бесконечное множество. 

87. 1) Пересекаются или совпадают; 2) пересекаются или парал- 
лельны. 

88. Эти прямые параллельны или совпадают. 

89. Не может. 

99. Нельзя. Если равные углы являются внутреиними односторол- 
ними, отличными от 90°, то прямые пересекаются. 

91. Все прямые, параллельные прямой АВ, и все прямые, прохо- 
дящие через середину отрезка АВ. 

92. Бесчисленное множество. 

94. Прямая должна быть перпендикулярна даиным параллельным 

прямым. 

95. Биссектрисы образуют равные соответственные углы C секущей. 

96. Прямые р и 4 параллельны или совпадаот. 

97. Нет, так как две точки могут лежать по одну сторону от прямой. 

а третья точка — по другую. 
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98. Нельзя, так как прямые могут совпасть. 

99. 1) МА, + МВ, = 4, где МА, La МВ В. АВИА, 
2) MA, > 4 или MB, > а. 

109. Через точку, лежащую va одной прямой, провести прямую, 
параллельную другой. 
102. Да. 
103. 60°. 
104. Биссектрисы образуют со стороной треугольника внутренние 
односторонние углы, сумма которых меньше 180°. 

105. Нет. Необходимо добавить, что речь идет о двух углах. 

106. Нет. 

107. Нет. 

108. 45°, 45° и 90°. 

109. Рассмотреть тупоугольные треугольники АВМ и МВС. 

110. Продолжить сторону АМ; воспользоваться теоремой о внепь 
нем угле треугольника. 

1. Тупоугольный, прямоугольный. 

112. Прямоугольный, тупоугольный. 

13. | ZA=ZB+ ZC, 2) ZA> L£B+ ГС; 3) ДАЗИВ+ 
НИ A+ 7 B 

115. 1) Нет; 2) нет. 

116. Построить равносторонний треугольник и его высоту. 

117. 1) ZA < 90°; 2) 90° < ZA 

118. 60° и 30°. 

119. Искомый угол равен полуразиости углов при двух других 
вершинах треугольника. : 

120. 4d. 

121. Ha 

122. Острых внешних углов у треугольника не более одного. 

123. Дважды воспользоваться теоремой о внешнем угле треуголь- 
ника. 

125. Воспользоваться результатом задачи № 124. 

127. Четыре. 

129. Углы в сумме составляют 180° или равиы между собой. 

139. 1) Z ACB= АНВ, Z ААС = И ВВС; 2) Z АНВ, + 
+ Z АСВ = 180°. 

131. 1) 50° (130°); 2) 105° (75°); 3) 150° (30°). 

133. Углы равны острым углам данного треугольника. 

134. / 4,5, В: = 90°-+ ZASB или ХА, $ В, = [90° — ZASB|. 


ГЛАВА Ш 


135. Нет. 
137. 1) Нет; 2) нет. 
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138. 1) Да; 2) нет. 

139. Всего восемь треугольннков. 

140. Шесть отрезков; AB < АС-|- CD + 2В, ВС < ВА | BD <P 
-- DC и opyrue. 

141. AB= ADu ВС = CD. 

142. He более трех. 

143. Не верна. 

145. Не всегда; одна, ни одной или бесчнсленное множество в зави- 
CHMOCTH от взаимного расположения серединных перпенднкуляров OT- 
резков АВ и CD. 

n(n— 3) 
i. 

147. Ha n—1. 

148. При n= 5. 

149. Четыре пары. 

150. Если углы не равны — нет; если углы равны — да. 

151. Они либо равны, лнбо в сумме составляют 180°. 

152. Равенство противоположных сторон параллелограмма выте- 
кает нз параллельности обенх пар противоположных сторон, а поэтому 
требованне равенства сторон в определении является лишним. 

155. TpH; ни одного, если точки лежат на одной прямой. 

156. 1) Нет; 2) нет; 3) кет; 4) два параллелограмма, один, ни одного, 

157. 1) Один; 2) бесчнсленное множество; 3) один, если прямые 
пересекаются, и бесчисленное множество, если прямые параллельны 
или совпадают. 

158. Например, отрезок, окружность, две параллельные прямые, 
параллелограмм. 

159. ДОВ и СОБ; BOC и DOA; АВС и CDA, АВР и CDB. 

169. Провестн произвольную прямую через центр симметрии па- 
раллелограмма, отличную OT его днагоналей. 

161. Две параллельные прямые, пересеченные третьей; три прямые, 
проходящие через одну точку- 

162. Да. Треугольники симметричны относительно центра окруж- 
ности. 

164. Построить две точки, симметричные с данными двумя вер- 
шинами относительно данного центра. 

165. Да, если вершины прилежащие; нет, если вершины противо- 
лежащие. 

170. Прямоугольник — параллелограмм, в котором по крайней 
мере один угол прямой. 

172. Диагонали равны н средние линин перпендикулярны. 

173. Меныная диагональ равна а. 

174. 40° и 140°. 


146. 
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4 Вопросы и задачи по геометрии 


175. Нет. 

177. Такой параллелограмм является ромбом. 

179. Четырехугольник является ромбом. 

180. 1) Нет; 2) ромбы равны, прямоугольники нет. 

181. 1) Две смежные стороны н угол между нимн; 2) две смеж: 
ные стороны; 3) сторону и один угол; 4) четыре стороны и днагональ; 
четыре стороны н угол н другие. 

182. Ромб является квадратом. 

183. Да. 

184. 1) Да; 2) нет; 3) нет, 

185. 12. 

186. Два. 

187. Три. 

189. Да. 

190. 1) АВ = CD, ВС= AD, АС= BD; 2) АВ == ВС == СР = 
== AD; 3) АВ = ВС = Ср = AD, AC = BD. 

191. 1) Равносторонний треугольник; 2) прямоуголкник; 3) ромб; 
4) квадрат; 5) прямоугольник. 

192. Нет. 

193. Построить середину № отрезка МВ и провести через точки № 
и В прямые, параллельные МО, встречающие диагональ АС в точках 
N, и Ви. Очевндно, АР = PN, = N,B,. В снлу параллельности отрез- 
ков ОРн BB, точки Рн By симметричны относительно центра паралле- 
лограмма, откуда следует, что AP = B,C. Итак, АР = РМ, = М, В, = 


1 
= B,C, =GAc. 


194. На луче OA построить точку В, чтобы OA = AB; через точку 
В провести прямую, параллельную одной из сторон угла. 

196. Через точку № провести прямую, параллельную АВ, встречаю- 
щую AC в точке Ny. Из того, что СМ = CN, и СМ = AM, следует 
CN, = АМ, т. е. середина Р стороны АС является так же серединой 
отрезка MN,. Через точку Р провести прямую РО — среднюю лннию 
треугольннка ABC, разделяющую отрезок MN пополам. — 

Те 

ae. 

199. 2a и 2b. 

200. He может, так как основания трапеции не равны. 

201. Нет. 

202. 180°— а, 180° — В. 

203. Два. 

204. 11 ZA=ZC и ZB=ZD или ZA+L/B=180° в 
ZA+ZD= 18°; 2) ДА ИВ= 18°, а ZA+Z DF 180% 


205. Параллелограмм, равнобочная трапеция. 
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206. АВ = CD н АС = BD, BC + DA. 

207. Четыре, если прямые не проходят через одну точку; одна — 
в противном случае. 

208. 1) Две высоты треугольника (илн их продолжения) пересе- 
каются, ибо в противном случае две стороны треугольника былн бы 
параллельны, чего быть не может. 2) Две медианы образуют с соответ 
ствующей стороной углы, сумма которых меньше 180°, следовательно. 
они пересекаются н притом внутри треугольника. 3) См. пункт 2. 

209. Нет. Воспользоваться признаком равнобедренного треуголь- 
ника н теоремой о внешнем угле треугольника. 

214. Постронть медвану GC, треугольника АВС. 


ГЛАВА IV 
215. 1) В 4 раза, в 9 раз; 2) в 2 раза, в 3 раза. 
а? 
216. 4G: 
217. 10: 8. 


218. 1) Да; 2) нет. 
219. За сторону искомого квадрата принять диагональ данного. 
220. Wat +o? - 

m 


222. 5. 





223. ра V3; 2)“ ys. 


224. Острые углы треугольника равны 30° и 60°, а поэтому катеты 





равны 5 в 5 2 . 

225. УЗ 4 

297. Her. Заключение основано на обратной теореме Пифагора. 

228. 1) Тупоугольный, так как 4? > 22-13% прямоугольный; 
2) прямоугольный. 5 

230. Любая прямая, проходящая через центр симметрии паралле- 
лограмма, делит его на равновеликие частн. 

231. Сторону ВС параллелограмма ABCD разделить точкой М 
на отрезкн ВМ и МС так, чтобы ВМ = 2MC. Прямая DM искомая. 

232. В два раза. 

233. Фигуры, которые определяются заданием одного своего ли- 
нейного элемента, например квадрат, равносторонний треугольник. 

235. Квадрат. 

236. Установить, что диагонали четырехугольннка при пересечении 
делятся пополам. 
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237. Как соответствующие им высоты. 
238. Провести среднюю линию МР, параллельную АВ. Заметить, 


1 
что площадь треугольника СМР составляет - площади треугольника 
2 
АВС, а площадь треугольника СММ 3 площади треугольника СМР, 
1 
а значит, р. площадн треугольннка АВС. 


239. 


240. 90°. Использовать результат задачи № 114. 

241. Нет. Результат больше истннного. 

244. Задача нмеет два решення, прямые проходят через середины 
сторон треугольника, заключающих медиану. 

245. 1:3. 

246. Рассмотреть три пары равновеликнх треугольников, исполь- 
зуя для этого свойства диагонали параллелограмма и меднаны тре- 
угольника. 

247. 4:5. 

248. Площадь каждого нз указанных треугольников равна удвоен- 
ной площадн треугольника ОДС. 

1 

250. 3. 

256*. Преобразовать треугольник АВС в равновелнкий с углом 
С, = 60°. Установнть, что еслн х — сторона нскомого треугольника, то 
№ = С.А, - C,8,. Трехкратным применением теоремы Пифагора вывести 
соотношение о среднем геометрическом (fh? = a,b,) в прямоугольном 
треугольнике н воспользоваться HM для построения x. 

258. Провести через точку М прямую, параллельную AD. 

260*. 1) Провести CQ параллельно AD и рассмотреть треуголь- 
ник AOQ. S A дов: 5 A рос = а? : 5? 2) Учесть что SA дор: 


А AOD 

$ as я = АО: ОС=а: Ь. Отсюда ————— 
S А opc=S А дов: $ А BoC ВВС 
$ д лов 5 2 $ лл0ов @& SAAD _, 
а 2 Scns — ror ac TE 


5? д дор = $ A opc: ЗА дов. Равновеликость треугольников AOD н 
ВОС можно установнть геометрически. 


ГЛАВА У 


261. Бесчнсленное множество. Окружность с днаметром АВ. 

263. Опустнть перпенднкуляр из центра окружности на прямую. 

264. Провестн два диаметра и соединить их концы. 

267. Нет. Воспользоваться теоремой, что равные хорды одинаково 
удалены от центра. 
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269. Дуга большей окружности меньше, 
270. Хорды, перпендикулярные диаметру, и все остальные диа- 


272. АВ = В, aa TES 

273. AB=4V 2, d=2y2. 

274. Нет. Через три точки, лежащие Ha одной прямой. нельзя 
провестн окружность. 

275. Her. Необходимо в определении добавить: ... и только одну ... 

276. Нельзя, потому что три точки касания находились бы от 
данной точкн на равных расстояннях и проходящая через них окруж- 
ность пересекала бы данную в трех точках (что невозможно). 

277. Равносторонннй треугольник. 


278 60°. 
279. Отрезки касательных равны ВЮ. 
280. В (V 2—1). 


281.- Можно, если данная точка совпадает с центром. В противном 
случае нет. Установить, что общая точка равных хорд делит хорды на 
соответственно равные отрезки. 

282. 1) Пересекаются или совпадают; 2) пересекаются, касаются, 
не имеют общих точек. 

283. 120°. 


284. d= V R?— a? + Vr2— a? при В > г, 

285. Эта фигура нмеет один центр симметрин и две OCH симметрни. 

286. Нет. 

287. Учесть CHMMeTpHIO этой пары окружностей относительно 
точки Р. 

289. Касательные к окружности радиуса 4 с центром в точке 0. 

290. 1) 60°; 2) 30° или 150°. к 

291. Дуги содержат равное число градусов. 

292. Данную точку соединнть с концами диаметра. 

294. Прямые проходят через иентр данной окружности. 

295. Прямые касаются окружностн с центром в точке О и радиусом. 
равным расстоянию хорды MN от пентра окружности. 

296. 1) Угол меныше прямого; 2) точка лежнт внутри окружности, 
нсключая точки данного диаметра. 

297. Установить, что угол АРВ равен 60°, а угол АСВ — 120°. 

. 298. Искомый угол равен полуразностн углов прн двух других 

вершинах. 

299. Искомый угол равен разности углов при двух другнх вершинах. 
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300. Построить на отрезке С как на диаметре полуокружность и 
воспользоваться теоремами об углах, связанных C окружностью. 
1) тс 2) Ты: в 3) т <уе 

301. Сумма углов АСВ и ADB должна быть равна 180° и точки С 
и D лежат по разные стороны от прямой AB. 

302. На 2 т. 

303. На x (2R + 1). 

304. Площадь больщего круга равна сумме плошадей двух других 
кругов. 

305. 1:4. 


306. R= 2 V2 





307. D= dV 2. 
308. Да, только в TOM случае, когда центральный угол сектора 
равен 180°. 


ГЛАВА VI 


309. 1) 2:3; 2) 4:5. 

310. Трапеция, параллелограмм. 

311%. Воспользоваться теоремой о пропорцнональных отрезках, 
рассуждая методом от противного. 

312. Нет. Они будут параллельны, если точки С н С, лежат по одиу 
сторону от прямой ВВ. 

313. Нет. 

314. бн 12. 

316. На 2,5 м. 

319. 7, 6, 8. 

320. AO: OA, = (6 д:а. 

321. Воспользоваться результатом задачи № 320. 

322. См. задачу № 320. 

324. Воспользоваться определением подобных треугольников. 

325. Воспользоваться теоремой Пнфагора и определением подоб- 
ных треугольников. 

329. SAC и SDB, SAD и SCB н др. 

330. Равносторонний; прямоугольный; равнобедренный. 

331. Отнощение указанных отрезков диагонали равно отнощению 
оснований. 

332. 1Би 18. 

333. Стороны равны 2, 3, 4. 

334. AHB, A,HB, AA,C и BBC. 
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335. Воспользоваться признаком подобия треугольников по двум 
сторонам н углу между ними. 

336. Искомое отношение расстояний равно отношению отрезков, 
на которые делится данный отрезок данной точкой. 

337. Да. Секущая должна составлять с одной из указанных сторон 
треугольника угол, равный углу. который образует основание со вто- 
рой его стороной. 

338. Такнх прямых можно провестн по крайней мере две, но не 
более четырех. См. задачу № 337. 

341. Воспользоваться свойством производных пропорций. 

343. Дополнить оба треугольника до параллелограммов и восполь- 
зоваться признаком подобия треугольников по трем сторонам. 

344. Рассмотреть две пары образовавшихся подобных треуголь- 
HHKOB. 

345. Нет. В противном случае подобные треугольники должны быть 
тупоугольными, что быть не может. 

346. 36°, 72°, 72°. 

349. Наложить треугольник А’В’С’ на треугольник АВС, совме- 
стив равные углы С и С’. При доказательстве использовать метод от 
противного. 

350. Нет. Например. два прямоугольника. 

351. Провестн диагонали АС н A,C, и установить подобие двух 
пар треугольников АВС и A,B,C,, ACD н А, С.Г. 

352. Разбить каждый нз четырехугольников одной из диагоналей 
на два треугольника н установить их подобие. 

353. Квадрат и ромб; прямоугольник и параллелограмм с соответ- 
ственно пропорциональными сторонами. 

354. Нет; нет; да. 

355. Установить пропорциональность сторон прямоугольников. 

356. Например, если стороны нх пропорцнональны; если углы меж- 
ду нх диагоналямн равны. 

358. Если диагонали их пропорциональны; если они нмеют по рав- 
ному углу н др. 

360. 1) Параллелограммы подобны, если диагональ одного делит 
его угол на углы, соответственно равные углам, образованным соответ- 
ствующей диагональю второго параллелограмма с его сторонамн; 2) па- 
раллелограммы подобны, если равны их углы и углы между диагона- 
JIAMH. 


361. Да. Для установления этого разбнть каждую нз трапеций 
на параллелограмм н треугольник, выяснив затем их подобие попарно. 
362. Две равнобочные трапеции подобны, если угол одной трапг- 
ции равен углу второй, а соответствующие основания видны из точек 
пересечения диагоналей под равными углами; две равнобочные тра- 
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пецни подобны, если углы, образованные диагональю с двумя сто- 
ронами, имеющнмн с нею общую вершину, равны соответствующим 
угловым элементам другой трапецин. 

363. Фигуры подобны, если расстояния хорд от центров окружно- 
стей пропорцнональны длннам хорд или радиусам соответствующих 
окружностей; если хорды — диаметры. 

364. Секторы подобны, если их центральные углы равны или если 
их дуги содержат равное число дуговых градусов. 

366. Сегменты подобны, если нх дуги содержат равное число ду- 
говых градусов. 


368. Как квадраты катетов данного треугольннка. 


ГЛАВА VII 
БУ b 
371. og: СЕ 
V3 
372. rt 


373. В прямоугольном равнобедренном треугольннке с катетом 1 
провести биссектрису острого угла н воспользоваться свойством биссек- 
трисы угла треугольннка. tg 22,5° = У 2— 1. 

374. Воспользоваться теоремой о биссектрисе угла для прямоуголь- 
ного треугольника со сторонами 1, УЗ и2. 


375. Сходственные стороны CC, и С,В треугольннков ACC, и 
ВСС, имеют отношение, равное tg В. 


376. Отношенне сходственных сторон АС и АВ треугольников 
ACC, и АВС равно sin В. 


378. Воспользоваться теоремой о биссектрисе внутреннего угла 
треугольника. 


381. В прямоугольном треугольнике с острым углом а провести 
биссектрису этого угла. 


382. 1) m:n; 2) m—n; 3 mre. 4) AC=mV2: 5) BC= 
— {ВНЕ 
= Ут? + п, СЕВ. 


tg (@+B) ‘ 
ГЛАВА VIM 


384. МА = МВ = МС. 


385. Построим окружность данного радиуса и впишем в нее угол, 


равный одному из данных углов, чем определим сторону искомого 
треугольника. 


88 


c 
386. —. 
387. 20 и 180° — 2а. 
388. 1) Прямоугольный; 2) тупоугольный. 
389. Тупоугольный. 
390. В два раза. 
391. 115° и 110°. 
393. Трапеция, параллелограмм, вписанный четырехугольник. 


1 к с 
395. R= Vai 5, 


396. Концы любых двух диаметров окружности являются верши- 
нами прямоугольника. 

397. Равнобочная трапеция, прямоугольник, квадрат. 

398. Центр данной окружности равноудален от сторон четырех- 
угольника. 

399. Воспользоваться результатом задачи 398. 

400. Her. Да, если ZCAD = ZCBD == 90° или же если точки 
Ан В лежат по одну сторону от прямой CD. 

401. 1) Прямоугольная трапеция, вписанный четырехугольник} 
2) прямоугольннк. 

402. Четырехугольник — квадрат. 

403. Четырехугольник — ромб или, в частности, квадрат. 

404. Около прямоугольника, квадрата. 

405. В ромбы. 


40. 2RVS , 
5 

407. 1) Трапеция равнобочная; 2) средняя линия равна полусумме 
боковых сторон трапеции. 

408. Равнобочная трапеция, прямоугольник, квадрат. 

409. n= 20, 10, 5. 

410 120°. 

411. 60°. 

412. У квадрата. 

414. Из правильных треугольннков, четырехутольников, шести- 
угольников. 

415. Да, согласно определению, 

417. Да, так как углы многоугольннков равны. 

418. Может, если не все стороны равны. 

419. Her, напрнмер, прямоугольннк. 

420. Установить, что этот шестиугольник описаи около некоторой 
окружности. « J рт 


421. a(2 VY 3—3): 
89 





425*. Рассмотреть равнобочную трапецию А.А»АзА1 и установить, 


что A,A, + А.А. = а (2 У 3), где а — сторона двенадцатиугольника. 
ee a 
С другой стороны, а = 27 tg15°= 2r (2 — У 3), откуда 2r = о 





или Or =a (2+ У 3) (см. задачу 374). 

428. 37? У 3. 

423. Соединить противоположные вершины шестиугольника и рас- 
смотреть три прямоугольных треугольника. 

430*. 1) Установить, что диагонали четырехугольника ОА: Д5Аз 
перпендикулярны и равны (О — центр окружности). Поэтому его пло- 


1 R2 
шадь равна 5. R2, а площадь треугольника А1А>А3 — 7 (2—Y 9). 
2) Площадь двенадцатиугольника равна 3R%, площадь пятиугольника 


3 
OA,A,A3Aq равна | R2, а площадь четырехугольннка A,A,A3A,4 равна 
3 a 1 
rT Ie = или aR. 3) Площадь пятиугольника A,A,A;AsA, равна 


ИЕН об, ик 
22 e—-V5 +В um © УЗ. 


ГЛАВА IX 


431. Когда отрезкн параллельны и равны; когда прямые параллель- 
ны; когда лучи сонаправлены; когда окружности равны. 

433. Если прямые а и $ пересекаются, то существует единственный 
параллельный перенос. Если а|6, то переноса может и He быть. 

434. Перенести параллельно одиу боковую сторону на вектор, 
определяемый основанием трапеции, и рассмотреть равносторонний 
треугольннк. 

435. Произвести параллельный перенос одной из боковых сторон 
на вектор, определяемый основанием трапеции, и рассмотреть образо- 
вавшийся равнобедренный треугольник 

436. Пронзвести параллельный перенос бэковых сторон трапеции 
соответственно на два противоположных вектора так, чтобы онн обра- 
зовывалн треугольник, в котором искомый отрезок являлся бы медианой. 

: | a—b | 
Искомый отрезок равен половине гипотенузы, т.е. “5 __- 

437. Пронзвести параллельный перенос боковых сторон трапеции 
и рассмотреть треугольник, в котором данный отрезок есть одновремен- 
но н биссектрнса и меднана. 

438. Произве”ти параллельный перенос равных сторон АСи А.С, 


наи — = 


—> — 
соответственно на векторы СВ и C,B,, определяемые двумя другимн 
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равными сторонами, и использовать признак равенства треугольников 
по сторонам. 

439. Посредством параллельного переноса боковой стороны раз- 
бить трапецию на параллелограмм и треугольник. 

442. Параллельно перенести окружность О, и ее хорду АК на век- 


— > > 
тор O,O, и установить, что угол КСК’— прямой (0,0, = KK’). 
443*. Произвести параллельный перенос окружности О, на век- 


—> 
тор 00.. 


444. См. указание к задаче № 443 АС = т. 
445. Совместить окружности параллельным переносом на вектор, 
определяемый их центрами. 


44$. Осуществить параллельный перенос треугольника АВЗ на 
—> 
вектор AD и воспользоваться теоремой о пересечении высот треуголь- 


ника. 

447. Параллельный перенос может быть заменен двумя последова- 
тельно выполненными осевыми симметриями относительно двух парал- 
лельных прямых. 

448. Две оси симметрии, если прямые пересекаются, одна ось, 
если они параллельны. 

450. п. 

453. Воспользоваться рассужденнем от противного. 

455. Установить, что отрезки АВ и CD взаимно симметричны. 

456. Если точка В’ симметрична точке В относительно зеркала, 
то такой прямой будет АВ’. 

457. Отразить треугольники ACD и А, С.Ш, соответственно отно- 
сительно диагоналей AC и Д.С, 

450. Установить, что средняя линия параллельна одной паре про- 
тивоположных сторон и перпендикулярна второй паре сторон. 

453. Продолжить боковые стороны трапеции до пересечения и рас- 
смотреть образовавшиеся равнобедренные треугольники. 

464. Равнобедренная трапеция или дельтоид. 

456. Принять за ось симметрии диаметр, перпендикулярный пря- 
мой АВ. 

458. Провести диаметр, перпендикулярный данной хорде, являю- 
щийся осью симметрин фигуры. 

469. Использовать решение задачи № 463. 

471. Установить, что эти отрезки симметричны относительно диа- 
метра, перпендикулярного заданной прямой. 

472. Четырехугольник имеет своей осью симметрии лииию цен- 
тров данных окружностей. я 

474. См. решение задачи № 460. 

475. См. решение задачи № 455. 
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476. Установить, что центры окружностей лежат на одной прямой; 
точка М”, симметричная точке М относительно линии центров, являет- 
ся также общей точкой окружностей. 

477. Провести прямые через концы хорд и точки пересечения этих 
двух пар прямых соединить. 

478. 60° и 120°. 

480*. Отразить относительно биссектрис углов A и В точки касання 
вписанной окружности со сторонами СА и СВ; воспользоваться теоре- 
мой о равенстве отрезков касательных, проведенных из точки к окруж- 
ности. 

481. Три параллельные прямые, две из которых одинаково удалены 
от третьей. 

485. Рассмотреть среднюю линию АВ треугольника ММ, М.. 

486. Точки A, В, Си М. являются вершинами параллелограмма, 
если А, Ви С не принадлежат одной прямой. В противном случае все 
четыре точки принадлежат одной прямой, причем АВ = СМо- 

487. Установить, что сумма двух пар отражений есть тождествеи- 
ное преобразование. 

490. Установить, что при преобразовании симметрии относительчо 
точки пересечения диагоналей второй четырехугольник переходит 
в себя. 

491. Показать, что точки М и М симметричны относительно точки О. 

492. Установить, что этот четырехугольник имеет центр симметрии, 
совпадающий с центром симметрии данного параллелограмма. 

493. Провести диагоиали, соединяющие противоположные вер- 
шины шестиугольника, и рассмотреть центры симметрии пар противо- 
положных сторон. 

494. Рассуждение провести методом от противного. Отразить тре- 
угольник АВС относительно точки пересечения диагоналей и исполь- 
зовать равенство углов Ви D. 

495. Воспользоваться преобразованием симметрии относительно 
точки пересечения диагоналей. 

496. Установить, что один треугольник переходит в другой пре- 
образованием симметрии относительно точки М. 

497. Установить, что вновь образованный и данный треугольники 
симметричны относительно точки пересечения медиан данного треуголь- 
ника. 

499. Центр симметрии имеют лишь те правильные многоугольники, 
у которых число сторон четно. 

501. Установить, что точки М и М симметричны относительно 
точки 0. 


502. Убедиться в симметрии этих прямых относительно точки 0. 
503. Отразить окружность О; и ее хорду КА относительно точки К. 
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504. Убедиться, что отрезки AC и BD симметричны относительно 
точки К. 

505. Использовать осевую симметрию равнобочной трапеции. 

506. Первые два отражения заменить одним параллельным пере- 
носом, а вторые два отражения — другим. 

507. Первые четыре отражения заменить параллельным переносом. 

509. Сумма двух осевых симметрий относительно перпендикуляр- 
ных осей есть центральная симметрия относительно точки пересечения 
этих осей. 


360° 

512. — 

513 Ha угол О, АО, или на угол O,B0,. 

514. 1) Построить точки пересечения осей симметрии каждой из 
двух прямых с третьей прямой. Задача имеет одно или два решения. 

2) Построить точку пересечения середииных перпендикуляров к 
отрезкам, соединяющим соответственные концы данных равных отрез- 
ков. Задача может иметь одно решение (общий случай), может иметь 
бесчисленное множество решений и может вовсе не иметь решений. 

3) Задача имеет четыре решения, определяемые способом установ- 
ления соответствия между вершинами. 

515 Преобразование вращения около точки может быть заменено 
суммой двух симметрий относительно двух прямых, проходящих через 
центр вращения и образующих ориентированный угол, вдвое меньший 
угла вращения. 

516. Воспользоваться решением задачи № 515. 

517. Произвести вращение квадрата около его центра Ha 90°. 

518. Убедиться, что при вращении даниого квадрата около своего 
центра на 90° четырехугольник совмещается сам с собой. 

519. Повериуть треугольник АВС вокруг точки В на 90°. 

520. Повернуть трёугольник около его центра на 120°. 

521. Повернуть треугольник вокруг его центра на 120° и устано- 
вить, что отрезки секущих совместятся. 

522*. Повернуть треугольник АВМ около точки В на 60° до совме- 
щения с треугольником МВС. 

524. Параллельно переиести отрезки так, чтобы они проходили че- 
рез центр квадрата, а затем повернуть фигуру около этого центра на Ose 

525. Вписать в окружность произвольный треугольник и повер- 
нуть его около центра окружности на 90°. 

530. а) Центром гомотетии и коэффициентом гомотетии; 6) центром 
гомотетни и парой гомотетичных точек; в) двумя парами гомотетичных 
точек (A, A’) и (В, В’) при условии, что АВ || А’В’ и ABS A'B’; 
г) двумя парами гомотетичных точек (A, A’) и (В, В’), расположенных 


на одной прямой при условии, что АВ + А’В*. 
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533. АВ | А’В’; центр гомотетии — точка пересечения прямых 
AA’ и ВР’. 

534. 1) Бесчисленное множество; 2) бесчисленное множество, если 
прямые параллельны; одии, если прямые пересекаются; 3) бесчисленное 
множество. 

535. Ни одного, когда отрезки не параллельны; один, когда они 
параллельны и равны; два, когда они параллельны и не равны. 

588. Подвергнуть данную фигуру гомотетии, произвольно выбрав 
центр гомотетии. 

540. Подвергнуть прямую т преобразованию гомотетии с центром 
в точке S и коэффициентом томотетии, равном данному отношению. 

541. При гомотетии с центром в точке Ди k = 2 точки М, Ми К 
преобразуются в точки A, Ви С. 

543. Основания трапеции — гомотетичные отрезки, имеющие два 
центра гомотетии — точку пересечения диагоналей и точку пересечения 
боковых сторон; середины оснований — гомотетичные точки. 

544. Можно, например, когда их сходствениые диагонали располо- 
жены на одной прямой. 

545. Да. Коэффициеит гомотетии равен + 1. 

546. В общем случае — да; имеется исключительный случай. 

547. В общем случае — два. Только в том случае, когда окружно- 
сти концентрические, они имеют один центр гомотетии — общий центр. 

548. Когда окружности концеитрические или равные. 

549. Отрезок, соединяющий центры окружностей, разделить внут- 
ренним и внешним образом пропорциоиально радиусам. 

Ra ra 

550. + 1,— a: — Re (Кг — радиусы окружностей). 

552. Окружности гомотетичны с центром гомотетии в центроиде 
треугольников и коэффициентом, равным 2. 

558. Окружности гомотетичны с центром гомотетии в их общей 
точке С. 

554. Установить, что эти хорды гомотетичны. 

556. Подвергнуть внешнюю окружность преобразованию гомотетии 
с центром в точке касания так, чтобы она преобразовалась во вторую 
окружность. Тогда отрезок касательной преобразуется в некоторую 
хорду меныпей окружности, параллельную касательной. 

557. Вершину угла принять за центр гомотетии. 

558. Искомое геометрическое место гомотетично геометрическому 


1 
месту точек С с центром в точке Аи k= >. 


559. Принять ортоцентр треугольника за центр гомотетии и пока- 
зать, что указанная окружность гомотетична описанной около треуголь- 
ника окружности. 
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560. Центральная симметрия. 

561. Когда хотя бы две соотвзтствующие стороны этих треуголь- 
ников не параллельны. Нет. 

562. Если параллельные стороны являются соответственными, то 
треугольники гомотетичны, в противном случае нет, 

563. Центрально симметричные фигуры; прямая, луч, угол, 

567. Если треугольники не равны, то они гомотетичны; если соот- 
ветствующие стороны равны и сонаправлены, то они не гомотетичны. 

569*. 1) Если y= ах? и у== 6х? — уравнения парабол, то коэффи- 


а 
циент гомотетии А равен “pe так как формулы преобразования имеют 


вид x’ = kx, и’ = ky и парабола у = ах? преобразуется в параболу 
В’ в == a у’ = x, откуда b= a k= 

2) Движением обе параболы можно привести к положению 1. 

571. 2АВ. 

572. Да, только в случае, если АВ = о. 

577. ОМ = 0А+ АМ, ОМ = ОВ + ВМ; 20М = ОА + ОВ + 
+ (AM - MB) = ОА - OB. 


578. Сб = CA+ AG, CG= СВЧ BG, CG= 








579. 2MO= MA+ MC; 2MO=M D. Orciona MA -+ 


+ MC = МВ- MD. 


580. 1) AD = — BC; 2) AC= = aa 3) AB = — 3BD 
582. MN = CN — СМ. Ho аа АГ “РЕБ 


583. MN = МЁ- СВ + DN, MN = MB+ ВА’+ АМ. Отсюда 
—> — = — 1 1 — — 
2MN = CD + BA, MN = = (CD — АВ) = -5- (ВА — DO). 

585. 1) еее, Е 2) ОС = 20D — OB, 
OA = 30D — 208. 

— ——> 1 

586. АМ = АВ” — BC, АМ= АБ + 
— AM = -- (4B — 2B) 

587. р MN = AB +0 « Aiea 2) Mi = 0. BC— +-BA 


3) MN = 5 (CB — СА. 


588. 1) CG = 7 AB 2 30: 2) Сб = + ВЯ — 2 52 a) о = 


3 3 
о 
589. 1) CC, = + ABH He: 2) CC, = — BE +. + BA ayes 
ie ar 


591. 1) b= da: 2) b= Na A> 0; 3)0=— 
592. АВ == РАС 


55" „ ИИ ee 


593. AB = k- AC=1- AD. 

594. 1) 9 AB = DC, 6) BC = AD, в) AC = AB + AD: 2) AB= 
PROD, Np Ре 

595. Точку пересечения диагоналей принять за полюс, т. е. за Ha- 
чало радиус-векторов. 


596*, OA + ОБ = k-OE. OB + 0C= 1. OF. Значит, OA + OB+ 
+ 06+ OD + OE = mOE. Аналогично находим, что сумма равна 
n- ОД. Значит, m- OF = пОА и m=n=0., 

597. AC=k-CB, k > 0. 
AB -- ВАС 
ТА 

599. OA = #100) ky < 0; OB = ky . OD, hy < 0, 

600. Да; да; да. 

601. Центр вписанной окружности. 

602. Нет. Это геометрическое место точек есть пара прямых. 
603. Две равные дуги двух (равных) окружностей, 


598*. AM—=m - ,O0<cm<1,k>0, 





604. Нет, так как прямая, соединяющая эти точки, также является 
для них осью симметрии, 

605. Прямая, являющаяся осью симметрии равнобедренного тре- 
угольника (за исключением середины основания). 

606. Если данные прямые пересекаются, то — две перпендикуляр- 
ные прямые, делящие пары вертикальных углов пополам; если прямые 
параллельны, то — их средняя линия. 

607. 1) Диагональ квадрата; 2) средняя линия квадрата; 3) центр 
квадрата; 4) прямая, определяемая серединами двух противоположных 
сторон квадрата; 5) прямая, определяемая одной из диагоналей квадрата; 
6) центр квадрата. 
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608. Две точки, если m+n > АВ> |т—п. 

609. Четыре; три; две; одна; ии одиой. 

610. Две. 

611. Центр окружности, описанной около треугольиика с верши- 
нами в данных точках. 

612. Луч, исходящий из вершины угла. 

613. Оси симметрии этих прямых. 

614. Ось симметрии, перпендикулярная линии центров. 

615. Диаметр и дуга окружности. 

616. Окружность с центром в точке О. 

617. Прямая, параллельная данной, с исключенной точкой. 

618. Луч с исключенным началом. 


ГЛАВА Х 


619. (a b)?= 22.6? . cos? @, b) < a - В. 
620. 1) Угол острый или равен нулю; 2) угол тупой или равен 
развернутому; 3) угол равен 180°. 


621. ДВ. AC > 0; ВС. ВА > 0; СА. СВ 0. 


622. 1) ра = @ — 2; 2) р.9=0; 3) р- = а — (6 = 
= gq? — 62 — 62, 


15 V2 
2 


623. 1) ; 24 34; а 5) 0. 


-> — > a —> ee 
624. 1] AB=DC; АС. BD=0; 2) AB=DC, АС. BD=0, 
—> => > > > > 
АВ? = AD?; 3) АВ = DC, АВ. AD=0. 
= —> — > = —> 
625. По условию АС = AB+ АР и РВ = AB— AD; следова- 
> > 3 > => ears 
тельно, AC -DB= AB? — AD?. Ho так как ПАВ = JAD|, To 
— => => — 
АС - РВ =0 и поэтому АС 1 DB. 
> > > а Е —> 
626. По условию (АС! = !ВБ! или АС? = BD?, Но АС = AB+ 
=> => — — —> — — —> 
+ AD, BD = АВ — AD. Поэтому (АВ + AD)? = (AB — АР) или 
—> —> — — 
АВ - АР = 0, т.е. AB 1 AD. 


(GUE SCE = VBP 
5 —— = ene CC, — медиана треуголь. 











629. CC? = 


1 
ника АВС. В самом деле, СА = ЕС, = AB, CB= CC, ap > Ae 


Отсюда, возводя оба равенства почленно в квадрат и складывая, полу- 
чим искомое равенство. 


= — 
630. OA 1 AB. 
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631. ba? + a-a-b—b-a- b—ab* = 0; (b+ а6)(@ — b)= 0. 
632. (a + 6)? + @— в) = 2 (a2 + 5%). 
633. OM? = R?. 
—> — —> 
634. МА? = МВ? = МС?, 
— — —> 
635. МА (МР — МА) = 0 
—> = 
636. MA - МВ = 0. 
— —> Pie РЕ —> —> 
637. i АВ? = ВС? = СА?; 2) АВ. АС= BC. ВА = СА - СВ 
638. СМ. AB = 0. 
639. Пусть Н — точка пересечения высот AA, и BB,. Тогда 
— > — > — — 
НА (НС — НВ) =0, НВ(НА — НС} = 0. Складывая, получаем; 
— — —> —> = 
HC (HB — HA) = 0 или НС 1 AB. 
641. AC? + ВС? = 5AB?. 


rs 
CA+.CB 
642. ab ( = _ ch) = 
> — 1 > => — 1 > — 
643. АД, = + > СВ, ВВ = BC+ 3 CA. Отсюда АА} — 


= iS 
— BB? = 7 (С 2__ СВ»). Если ты = BB, то СА = СВ. 








— = —> > — 
644. 1) С Sate a 9) CA-CM _ CB-CM 
: ay ee ae \CA| СМ СВ. |CAl 
=> — > 
CA А-СМ 
645. 1) CM = ce ‚ СА > [CB 2) о = 
ICA [СЯ| - СМ 
= СВ. CM 
[СВ - СМ! | 


646. c? —= a2 + 6? — УЗ ab. 
647. c2?= а? - b? + аб: = о? 6? — ab. 
уз 

om 





в. p= 290 E=T_ 


р 
655. 6 (1+ V 6). 

656. ау 2. abV 3. ab. abV 3 . в ab 
6. 1) а 2) ro 3) age 4) ; 5) 
657. 1 ef V2 : ef Vere ef. ef V3 “ ef 

) 4 > 2) 4 № i eS 
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Часть вторая. СТЕРЕОМЕТРИЯ 


ГЛАВА XI 


658. 1) Да; 2) нет. 

659. 1) Нет; 2) да. 

660. Стороны треугольника лежат в плоскости а. 

661. Да. так как через параллельные прямые всегда можно про- 
вести плоскость. 

662. Да, если даны две смежные вершины; нет, если даны две про- 
Тивоположные вершины. 

663. Нет, так как прямая может не лежать в плоскости окруж- 
ности, но иметь с окружностью только одну общую точку. 

664. Через точку С. 

665. Нет, так как в противном случае плоскости сливаются. 

666. Да, так как прямые имеют с плоскостью две общие точки 

667. Да. Этой плоскостью является плоскость, проходящая через 
данную прямую и данную точку. 

668. Нет. Можно провести прямую через точку пересечения данных 
прямых, которая с ними не лежит в одной плоскости. 

669. 1) Прямая лежит в плоскости а или пересекаег a в точке A; 
2) прямая параллельна плоскости а или пересекает а. 

670. 1) Да; 2) да; 3) да, если точки лежат на одной прямой; нет. 
если точки не лежат на одной прямой. 

671. Плоскости а и В пересекаются, если В имеет с < только одну 
общую точку; плоскости а и В либо пересекаются по прямой b, либо 
сливаются, если b имеет с а больше, чем одну общую точку. 

672. На прямой пересечения плоскостей. 

673. Прямая а может быть параллельна плоскости 8; может пере- 
секать В; лежать в плоскости В. 

674. След МС на плоскости а лежит на прямой АВ или прямая 
МС параллельна плоскости а. 

675. Диагонали лежат на скрещивающихся прямых. 

676. Нет, так как противоположные стороны косого четырехуголь- 
ника лежат на скрещивающихся прямых. 

677. Бесчисленное множество, если данная точка не лежит на пря- 
мой а; ни одной, если точка лежит на прямой а. 

678. Нет. 

679. 1) Точки пересечения прямых образуют треугольник; 2) три 
прямые имеют общую точку и лежат в одной плоскости; 3) три прямые 
нмеют общую точку и не лежат в одной плоскости. 

680. 1) Только одну плоскость, если точки лежат в одной плоскости 
и никакие три из них не лежат на одиой прямой; 2) бесконечно много, 
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если три точки лежат на одиой прямой и в трех случаях по одной; 
3) по одной, если точки не лежат в одной плоскости. 

681. Через данную точку провести прямую, пересекающую одну 
из параллельных прямых. Если эта прямая пересекает и вторую пря- 
мую, то точка лежит в плоскости параллельных прямых. 

682. Да. Они лежат в плоскости, проходящей через данные прямые. 

683. AB u A,B, — скрещивающиеся прямые. 

684. Плоскость можно провести, если: 1) прямые попарно пере- 
секаются и точки пересечения различны; 2) три прямые имеют общую 
точку и существует прямая, пересекающая их; 3) две прямые параллель- 
ны и третья пересекает их; 4) три прямые параллельны и существует 
прямая, пересекающая их. 

685. Нет, прямые а и с могут быть также и параллельными, и 
пересекающимися. 

686. 1) Да; 2) нет. 

687. Прямые могут быть скрещивающимися, параллельными, пе- 
ресекающимися, сливающимися. 

688. Прямая с может принадлежать пучку данных параллельных 
прямых; пересекать каждую из данных прямых; быть скрещивающейся 
по отиошению к каждой из них. 

689. Прямая с может принадлежать пучку данных пересекающихся 
прямых; пересекать каждую из данных прямых и не принадлежать их 
. пучку; быть параллельной одной из прямых и пересекать другую пря- 
мую; быть скрещивающейся по отношению к каждой из них. 

690. Прямая m может пересекать прямую ВС и принадлежать 
плоскости треугольника; быть параллельной ВС; быть скрецивающейся 
с прямой ВС; пересекать ВС и не принадлежать плоскости треуголь- 
ника; совпадать с прямой ВС. 

691. Прямая а может принадлежать пучку или связке, содер- 
жащих данные прямые; пересекать каждую из них в различных точ- 
ках; быть параллельной одной из прямых и пересекать вторую; пере- 
секать одну из данных прямых и быть скрещивающейся по отношению 
ко второй данной прямой; сливаться с одной из данных прямых. 


ГЛАВА ХИ 


692. Нет, так как прямая может лежать в плоскости. 

693. Прямая а может быть параллельной плоскости или лежать 
в плоскости. 

694. Выявить семь различных случаев расположения прямой и пары 
плоскостей. р 

695. Нет. 


100 


697. Да, если вторая прямая не лежит в данной плоскости; нет, 
если прямая лежит в ней. 

698. Да, бесчисленное множество плоскостей, параллельных линии 
пересечения данных плоскостей. 

699. Прямая и плоскость основания параллельны. 

700. Да, эта плоскость будет проходить также через прямую, па- 
раллельную второй прямой и пересекающую первую. 

701. Одну плоскость, если прямые скрещиваются; бесчисленное 
множество плоскостей, если прямые параллельны; ни одной, если пря- 
мые пересекаются. 

702. Прямая может скрещиваться с каждой из данных прямых; 
быть параллельной одной из прямых и скрещиваться с другой прямой; 
принадлежать связке даиных прямых; пересекать одну из данных пря- 
мых и скрещиваться со второй прямой. 

703. Если прямые скрещиваются и точка М не лежит в плоско- 
стях, проведенных через одну из прямых параллельно другой прямой; 
если прямые пересекаются и точка М не лежит в плоскости этих прямых; 
если прямые параллельны, точка М при этом может лежать в плоскости 
этих прямых или не лежать в ней. 

704. Через прямую а и точку В на прямой 6 проводим плоскость а. 
Плоскость а пересекает прямую сили параллельна‘ей. Если a параллель- 
на прямой с, то на b выбираем другую точку В: и проводим через эту 
точку и а плоскость В, которая обязательно пересечет с. Пусть на пря- 
мой с получаем точку C,. Прямая B,C, либо пересекает a и тогда это 
искомая прямая, либо параллельна а. В последнем случае через а про- 
водим другую плоскость 1, которая пересечет 6 и с в точках By и С.. 
BoC, He может быть параллельна а, так как в противном случае прямые 
фи с принадлежали бы одной плоскости. 

705. Только через прямую, параллельную данной плоскости. 

706. Нет, если прямые одной плоскости параллельны; да, если 
прямые в плоскости пересекаются. 

707. Нет. 

708. Да, если прямые скрещиваются или пересекаются; нет, если 
прямые параллельны. I 

709. Прямые могут быть скрещивающимися илн параллельными. 

710. Прямые АР и ВС могут быть скрещивающимися, параллель- 
ными, пересекающимися. Они параллельны или пересекаются, если 
отрезки АВ и CD параллельны. 

712. Прямая параллельна второй плоскости или лежит в ней. 

713. Провести прямую, параллельную линии пересечения плоско- 
стей, если плоскости пересекаются; параллельную произвольной пря- 
мой, лежащей в одной из данных плоскостей, если плоскости 'парал- 
лельны. 
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714. Третья плоскость либо параллельна двум данным, либо пере- 
секает их. 

715. Третья плоскость может принадлежать пучку данных пло- 
скостей; пересекать каждую из данных плоскостей по прямым, парал- 
лельным линии пересечения данных плоскостей; пересекать одну из 
плоскостей и быть параллельной другой плоскости; ‘пересекать каждую 
из плоскостей и линию пересечения данных плоскостей; сливаться с 
одной из плоскостей. 

716. 45° или 135°. 

17. Прямая с может скрещиваться с каждой из данных прямых; 
быть параллельной одной из прямых и скрещиваться со второй прямой; 
пересекать одну из прямых и скрещиваться со второй прямой; пересе- 
кать одну из прямых и быть параллельной второй прямой; пересекать 
обе прямые. 

718. 1) Две точки, одну точку; 2) три, две и одну точки. 

719. Нет, так как прямая, параллельная направлению проектиро- 
вания, проектируется в точку. 

720. В точку. 

721. Нет, так как прямые могут проектироваться и в одну прямую. 

722. Нет, так как параллельные прямые, параллельные направле- 
нию проектирования, проектируются в две точки. 

723. Случаи 1), 3), 4) возможны, остальные нет. 

724. Пересекающиеся или параллельные прямые; прямую и точку, 
не лежащую на этой прямой. 

125. Двух точек, лежащих на различных проектирующих прямых; 
мпожества точек, лежащих на двух проектирующих прямых; проекти- 
рующей прямой и точки, или множества точек, лежащих на другой 
проектирующей прямой; двух проектирующих прямых. 

726. В прямую или ее отрезок проектируются фигуры, расположен- 
ные в проектирующей плоскости, проходящей через данную прямую. 

727. В указанную фигуру проектируются две пересекающиеся 
прямые, из которых одна параллельна направлению проектирования; 
прямая, не параллельная направлению проектирования, и точка, не 
лежащая на этой прямой, принадлежащие одной проектирующей пло- 
скости; прямая, не параллельная направлению проектирования, и точ- 
ка, лежащая на ней. 


728. В указанную фигуру проектируются две скрещивающиеся 
прямые, из которых одна параллельна направлению проектирования: 
прямая, не параллельная направлению проектирования, и точка, не 
лежащая на этой прямой, при условии, что прямая и точка не принадле- 
жат одной проектирующей плоскости. 

729. Да, если прямая в пространстве параллельна плоскости 
проекций. 
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730. Нет, так как при параллельном проектировании величина 
угла между прямыми не сохраняется. 

731. 1) В равносторонний треугольник, если плоскость данного 
треугольника параллельна плоскости проэкций; 2) в равнобедренный 
или равносторонний, если одна из сторон (высот) данного треугольника 
параллельна плоскости проекций или лежит в ней и направление проек- 
тирования составляет с этой стороной (высотой) прямой угол, но пло- 
скость треугольника при этом не является проектирующей, 

732. 1) Да; 2) нет; 3) нет. 

734. Нет, так как при параллельном проектировании равенство 
непараллельных отрезков не сохраняется. 

735. 1) В квадрат, если плоскость данного квадрата параллельна 
плоскости проекций; 2) в ромб или квадрат, если одна из диагоналей 
данного квадрата параллельна плоскости проекций или лежит в ней, 
а направление проектирования составляет с этой диагональю прямой 
угол, но не параллельно второй диагонали; 3) в прямоугольник или 
квадрат, если сторона данного квадрата параллельна плоскости проек- 
ций или лежит в ней и направление проектирования составляет с этой 
стороной прямой угол, но плоскость квадрата при этом не является 
проектирующей. 


ГЛАВА ХШ 


736. 1) Нет; 2) да. 

737. 1) Her; 2) нет, так как радиусы могут принадлежать одному 
диаметру. 

739. Г) АВ|а и параллельна своей проекции; 2) АВ пересекает « 
в точке, которая делит проекцию АВ пополам. 

740. Нет. 

741. Да. Проекцин наклонных МА, МВ, МС, МР на плоскость 
прямоугольника равны, значит, равны и наклонные. 

742. На перпендикуляре к плоскости прямоугольника, проходящем 
через точку пересечения его диагоналей. 

743. Да. 

744. Провести прямую, перпендикулярную проекции наклонной 
на плоскость а. 

745. Наклонная МА перпендикулярна касательной. 

746. Углы прямые. 

747. Совокупность всех прямых, лежащих в двух плоскостях, 
параллельных данной и находящихся на расстоянии A от нее. 

748. Нет. 

149. Да; прямые либо пересекаются, либо скрещиваются и обра- 
зуют прямой угол между собой. 


103 


750. 1) 45°; 2) 30°. 

755. Противоположные стороны — в случае параллелограмма; все 
стороны — в случае ромба (плоскость четырехугольника не совпадает 
с плоскостью а). 

756. Если угол отличен от прямого, то плоскости либо параллель- 
ны, либо пересекаются по прямой, перпендикулярной данной; если 
угол прямой, то плоскости параллельны. 

757. Окружность, центр которой совпадает с основанием перпен- 
дикуляра, опущенного из данной точки на плоскость. 

758. Угол наклона высоты основания треугольника к плоскости а 
больше, чем угол наклона боковой стороны треугольника к плоскости а. 


ГЛАВА XIV 


759. 3n. 

760. 2n. 

761. Прямой угол. 

762. Провести полуплоскости через стороны данного угла и пер- 
пендикуляр, восставленный к плоскостн этого угла в его вершине. 

763. 45°. 

764. Да. Высоты пересекаются в середине общего основания. 

767. 1) 2n; 2) п прил > 3un+ Е прил == 3. 

769. Через точку A провести прямую, параллельную ребру, про- 
тиволежащему грани Н. 

770. Равносторонний треугольник. 

712. Грани перпендикулярны плоскости линейного угла. 

773. Одну, если данная прямая не перпендикулярна плоскости; 
бесчисленное множество, если прямая перпендикулярна плоскости. 

774. На стороне осиования, через которую проходит грань, пер- 
пендикулярная основанию. 

775. На прямой пересечения плоскостей а и В. 

776. Во второй плоскости через точку М провести прямую, перпен- 
дикулярную линии пересечения плоскостей. 

777. Плоскость должна быть перпендикулярна линии пересечения 
данных плоскостей. Бесчисленное множество. 

780. 1) Линия пересечения перпендикулярна плоскости В; 2) пря- 
мой угол. 

781. Прямые углы. Прямой угол; следы плоскости a перпендику- 
лярны ребру, которое пересекает эта плоскость, и параллельны соот- 
ветствующим двум другим ребрам трехгранного угла. 

782. Прямая параллельна плоскости или лежит в ней. 

783. Нет. 

788. Нет. 

789. Да. 
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ГЛАВА ХУ 


790. Плоскость должна отсекать от ребер, исходящих из одиой 
вершины, равные отрезки. Сечение наибольшее, если плоскость отсе- 
кает отрезки, равные стороне куба. 

791. Да. Плоскость должна пересекать четыре грани куба: две па- 
раллельные и две смежные грани, однако не должна быть перпендику- 
лярна параллельным граням. 

792. Случаи 1), 2) и 3) возможны; 4) нет. 

793. Да. 

794. Да, если перпендикулярны основанию две смежные боковые 
грани; нет, если ему перпендикулярны противоположные боковые грани. 

795. Да, если в основании наклонной призмы лежит многоуголь- 
ник, имеющий по крайней мере две параллельные стороны. 

796. 6. = 

797. Да, если диагональные сечения проведены через параллель- 
ные ребра; нет, если эти сечения проведены через непараллельные ребра. 

798. Нет. 

799. Нет, два сечения — прямоугольники, четыре —параллелограммы, 

801. Да. В этом случае ребра параллелепипеда, через которые 
проходят диагональные сечения, перпендикулярны граням, которые 
эти ребра пересекают. 

802. Диагональные сечения должны быть равными прямоуголь- 
никами. 

803. Да. В таком параллелепипеде прямоугольная проекция од- 
ного из боковых ребер на плоскость основания должна лежать иа диаго- 
нали основания. 

804. Четырехугольник, диагонали которого взаимно перпевдику- 
лярны. 

805. Все диагональные сечения, если параллелепипед прямоуголь- 
ный; два диагональных сечения, если параллелепипед прямой; одно 
диагональное сечение, если параллелепипед наклонный и в нем диаго- 
наль основания перпендикулярна боковым граням, перпендикулярным 
основанию. 

806. В прямом параллелепипеде. 

807. Нет. 

808. В прямоугольном параллелепипеде. 


809. Отношение равно ИЯ: 1. 

810. Да, если увеличивается высота прямоугольного параллеле- 
пипеда; нет, если увеличивается одна из сторон основания. 

811. Объемы относятся как изменяющиеся стороны основания. 

813. Объемы относятся как боковые ребра или высоты этих призм. 

814. Да, как призмы с равными высотами и равными основаниями. 
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815. Треугольник, четырехугольник, пятиугольник. 

816. Треугольник, четырехугольник, пятиугольник и шестиуголь- 
HHK. 

817. Плоскость должна пересекать две смежные стороны основания 
и боковое ребро, пересекающее две другие стороны основания, и при 
этом не должна проходить через вершины пирамиды. 

818. Одну или две. 

819. Шестое ребро изменяется в пределах от 0 до aV 3. 

820. Нет, так как основания трапеции не равны. 

821. Линейный угол равен острому или тупому углу параллело- 
грамма. 

823. Прямоугольной проекцией вершины пирамиды является точ- 
ка пересечения диагоналей четырехугольника, лежащего в основании. 

824. Четырехугольник с перпендикулярными диагоналями. 

826. Плоскость и ребро пирамиды взаимно перпендикулярны. 

827. Двугранные углы равны. 

828. Вершина пирамиды проектируется в центр окружности. впи- 
санной в основание. Двугранные углы при основании пирамиды равны. 

829. Треугольная и четырехугольная пирамиды. 

832. Да, как пирамиды C равными основаниями и равными высотами. 

833. Параллелепипед, четыре вершины которого совпадают с вер- 
шинами пирамиды. 

834. Объемы относятся как кубы высот. 


ГЛАВА XVI 


835. 1) Нет; 2) нет; 3) да. 

836. 1) Нет; 2) да, если одна из данных точек совпадает с вершиной; 
нет, если ни одна из точек не ‚совпадает с вершиной конуса; 3) да. 

837. Совокупность прямых, принадлежащих конической поверх- 
ности с вершиной в данной точке и осью, перпендикулярной данной 
плоскости. 

838. Плоскость и ось цилиндра параллельны. 

839. Прямая пересечения касающихся плоскостей проходит через 
вершину конической поверхности и вне поверхности. 

840. Точка не должна лежать внутри цилиндрической поверхности. 

841. Через данную точку провести плоскость, перпендикулярную 
оси цилиндрической поверхности; к полученной в сечении окружности 
из данной точки провести касательную и построить плоскость, прохо- 
дящую через эту касательную и параллельную оси поверхности. Две 
или одну. 

842. Цилиндрическая поверхность, осью которой является данная 
прямая. 
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843. Множество прямых, расположенных в плоскостях, касающих- 
ся цилиндрической поверхности, радиус которой равен данному расстоя- 
нию, а осью является данная прямая (кроме прямых, параллельных 
образующим). 

844. Нет. Плоскость, касающуюся цилиндрической поверхности, 
можно провести через прямую, параллельную оси цилиндрической по- 
верхности и не проходящую внутри поверхности; через прямую, касаю- 
щуюся цилиндрической поверхности. 

846. Оси цилиндрических поверхностей лежат в плоскости, прохо- 
дящей через данную прямую, перпендикулярно данной плоскости. 

847. Оси конических поверхностей пересекают данную прямую и 
лежат в плоскости, проходяшей через эту прямую, перпендикулярно 
данной плоскости. 

848. Оси цилиндрических поверхностей параллельны ребру дву- 
гранного угла и лежат в биссекторе этого угла. 

849. Оси конических поверхностей лежат в плоскостях симметрии 
данных двух плоскостей. 

850. Множество всех прямых, расположенных в плоскости, па- 
раллельной данным плоскостям и находящейся на равном расстоянии 
OT них. 

851. Нет, так как каждые две плоскости, касающиеся конической 
поверхности, пересекаются по прямой, проходящей через вершину 
поверхности. 

852. Плоскость параллельна оси поверхности или проходит 
через ось. Через ось цилиндра провести плоскость, перпендикулярную 
данной, и через образующие, полученные в результате пересечения 
поверхности с построенной плоскостью, провести плоскость, парал- 
лельную данной. Две плоскости, если данная плоскость ие касается 
цилиндра; одну, если данная плоскость касается цилиндра. 

853. Прямые должны быть параллельными. Бесчисленное множе- 
ство. Оси цилиндрических поверхностей лежат в плоскости, перпенди- 
кулярной плоскости параллельных прямых и отстоящей от этих пря- 
мых на равном расстоянии. 

854. Конические поверхности можно провести, если прямые пере- 
секаются. Оси конических поверхностей лежат в плоскостях, прохо- 
дящих через биссектрисы углов, образованных данными прямыми и 
перпендикулярных плоскости пересекающихся прямых. 

855. Ни одной, если прямые лежат в одной плоскости; четыре, 
если прямые не лежат в одной плоскости. 

856. Параллельные прямые, окружность, эллипс. 

857. Пересекающиеся прямые, окружность, эллипс, парабола, ги- 
пербола. 

858. В общем случае четыре. 
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859. В общем случае нет. Можно, если оси цилиндрических поверх- 
ностей пересекаются и радиусы поверхностей равны; если оси цилин- 
дрических поверхностей скрещиваются и находятся на расстоянии, 
равном сумме или разности радиусов поверхностей. 

860. Площадь сечения будет наибольшей. если образующие конуса, 
расположенные в секущей плоскости, перпендикулярны. Наибольшая 

2 
площадь сечения равна > . Плоскость, перпендикулярная к любой 
образующей конуса и проходящая через его вершину, пересекает конус 
по двум образующим, каждая из которых перпендикулярна к выбран- 
ной образующей. 

861. С увеличением высоты увеличивается угол наклона образую- 
щей. Объемы относятся как высоты этих конусов. 

862. Да, если точки не принадлежат одному диаметру; нет, если 
точки принадлежат одному диаметру. 

863. Нет, точки не должны лежать на одной прямой. Центр шаро- 
вой поверхности должен принадлежать геометрическому месту точек, 
равноудаленных от данных трех точек. Одну. 

864. При R > г, где г — радиус окружности, проходящей через 
данные три точки. 1) При В > г; 2) при В = г. 

866. Две; одну; ни одной. 

867. Бесчисленное множество. расположенных на окружности; 
одну; ни одной. 

868. Бесчисленное множество. расположенных на окружности; 
одну; ни одной. 

870. Нет. Общую касательную прямую можно провести, если ни 
один из шаров не лежит внутри другого- 

871. Если шары имеют равные радиусы; если шары имеют общий 
центр гомотетии. 

872. Да. Касательная плоскость пересекает линию центров в точке, 
являющейся центром гомотетин двух шаров, либо параллельна линии 
центров. 

873. Прямая, проходящая через данную точку и перпенднкуляр- 
ная данной плоскости. 

874. Прямая, соединяющая центр данного шара с данной точкой. 

875. 1) В плоскости, параллельной данным и находящейся на рав- 
ном расстоянии от них; 2) в биссекторах двугранных углов, образован- 
ных пересекающимися плоскостями. 

876. На цилиндрической поверхности радиуса R, осью которой 
служит данная прямая. 

877. Центр шара находится на пересечении перпендикуляров, 
один из которых проведен к плоскости окружности через ее центр, 
а другой — к данной плоскости через точку, заданную на окружности. 
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878. Через центр шара провести плоскость, перпендикулярную 
данной прямой, и через точки окружности большого круга, получен- 
ного в сечении, провести прямые, параллельные данной. Бесчисленное 
множество. Прямые образуют цилиндрическую поверхность. 

880. Ось цилиндра лежит в боковой грани призмы, проходящей 
через гипотенузу основания. Боковые грани, проходящие через катеты 
основания, взаимно перпендикулярны. 

881. Ось конуса лежит в боковой грани пирамиды, проходящей 
через гипотенузу основания. Нет. 

882. Объемы относятся как 1 : 2. 

883. 1) Да; 2) нет, угол наклона боковой грани правильной тре- 
угольной усеченной пирамиды наибольший. 


884. Случаи 1) и 2) возможны, остальные нет. 
885. В основании прямой призмы должен лежать многоугольник, 


в который можно вписать окружность, а высота призмы должна быть 
равна диаметру вписанной в основание окружности. 

887. Да, если высота призмы в четыре раза больше апофемы правиль- 
ного многоугольника, лежащего в основании призмы. 

888. Да. Четыре точки общего положения определяют только один 
шар. 

890. В основании пирамиды должен лежать многоугольник, вокруг 
которого можно описать окружность. 

891. Центр шара находится в точке пересечения плоскости, прове- 
денной через середину бокового ребра перпендикулярно к нему, 
и перпендикуляра к плоскости основания пирамиды, проведениого 
через центр окружности, описанной вокруг основания. 

892. Две окружности радиуса, равного радиусу г цилиндричес- 
кой поверхности, если радиус К шара больше г; одну окружность, 
если радиус К =; общих точек нет, если К < г. 

893. Две неравные окружности (одна из окружностей может BEI 
родиться в точку), если радиус R шара болыше расстояния центра 
шара до образующей конической поверхности; две окружности рав- 
ного радиуса, если центр шара находится в вершине этой поверхно- 
сти; одну окружность, если К равен расстоянию центра шара до 
образующей; общих точек нет, если К меньше указанного расстояния. 

894. Да. 

895. Нет. Осевое сечение цилиндра должно быть квадратом. 

896. Да. Центр шара лежит на пересечении оси конуса и биссек- 
трисы угла наклона образующей конуса к плоскости основания. 

897. Образующая усеченного конуса должна равняться сумме 
радиусов оснований. 
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